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Demos t r a c i o n . Si en un punto (x^,y) de fî, con y > tiuviésemos
p(Xp,y) > 0, entonces por el lema 1.2 anterior también tendrîamos 
p(x^,y^) > 0  le cual entr§ en contradiccion con la hipôtesis del coro- 
lario.
El siguiente teorema aporta mas datos en cuanto a la continuidad 
de la soluciôn:
Teorema 1 . 3 . Szd (p,g) una &otu.zl6n de. (P), entonces p G C (Ü uCS ^  <J S j)),
D e m o s t r a c i o n . Sabemos y a que p G C(Î2), tenemos, por lo tanto, que de- 
mostrar que p es continua hasta (S^ y S^). Sea (x^'^o^ ^ u S^),
y sea Ç una f une ion regular, igual a 1 en un entorno de (x ^ ,y ^ ) y de
sopor te K ta 1 que d ( K ,S ^ ) > 0. Si U ' es un abierto de borde
lipschitziano contenido en H y tal que fi C K c  0', entonces en ü' 
t e n e m o s :
û(çp) = 2VÇ . Vp + ACP + ÇAp
= 2VÇ . Vp + Açp - Cgy (por el teorema 1.2. (i))
= (-Çg)y + Cyg + 2 VçVp + ACP
Por otra parte en 3 , borde n' tenemos :
CP = 0 en 3 n ' fi
CP = Ç<ti en 3 fi'Ft s
Entonces dado que (p»g) 6 H (fi) x L (fi) (kplicando por ejemplo el teorema
8.30 p . 196 de |40|), se deduce que çp G C(fi') luego corao ç = 1 en
un entorno de (x^,y^), CP = P en es e entorno y entonces p es c o n ­
tinue en (x^,y^). |2 8 |.
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El siguiente lema aporta mas datos sobre el conj un to |p > o|  :
Lema 1.3. 5ea (p,g) una Aoluc-iôn c/e (P); pada todo (x,y) G fi t a l
que (x,f^ (x)) 6 tenemoA p(x,y) > 0.
D e m o s t r a c i o n . Por hipôtesis S'^  es abierto y por lo tanto el teorema aii 
terior asegura la continuidad de p hasta S^; por otra parte en S^ 
tenemos p(x,f^(x)) = h ^ -  f^(x) > 0, entonces p es mayor que 0 en
un entorno de (x,f^(x)) aplicando ahora el lema T.2 obtenemos la 
conclusion .
Veamos a cont inuac ion un resultado têcnico que utilizaremos a menji 
do en lo sucesivo:
Lema 1 4 . Sea (p,g) una Aolaatôn de (P); Aean x^ ,x^  y h taeA
nilme^oA fiealeA ij Aea
X [b, + “>[ un A u b c o n j u n t o  de ,
A u p o m m o A  q u e (Z^H fi) A = 0 y que p a A a i = 0 ,l, p(x^,y) = 0
V(x.,y) G Z ^ n  fi. E n t o n c e A  t e n e m o A :
f (gp. + g ^ )  < f (p. + g) < 0
Jfi n z y Jfi n z. y
D emo s t r a c i o n . La primera des igualdad es obvia ya que gp^ = p^ para cji
si todo punto de fi (dado que en |p. < 0 | , g=l y que p^ = 0  en ca-
s i todo punto de |p =0|) ademâs g^ J5 g en casi todo punto de fi (d^
do que 0 ^  g _< 1 en casi todo punto), por lo tanto, solo queda por de-
mostrar la segunda desigualdad. Vamos a suponer que x^ G n^(fi) para 
i = 0,I, siendo los casos alternatives (i.e. x . (5 tt (fi) para i = 0 6 1)r
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INTROVUCCJÛN
Como conoc/do un gn.an ndme.^0 de. pA.oblemaA de la j^ Zilca pueden 
expfieAaà^ e en '^ofima matemdtlca medlante pA.oblema.i no-llnealei. El objeto 
de eAta memoAla e& el ettudlo de un p/toblema de x^ontefta llbfie que tfiadu 
ce el modo de l^ltAaclân de un l^uldo a t^ avdi de un medlo po^ oio homogé 
neo. Mdi concfietamente e6tudlan.emoi la l^ltaacldn en A.iglmen eAtaclona- 
Alo ba6dndono6 en una o^fcmulaclân Aeclente [ 1 978} deblda a H. B\ezli, V. 
KlndefLlekfien. y G. Stampacchla ]19| que plantea el pxoblema en loh Algulen 
te-ô tdAmlno-6:
,1
(P)
EncontfLaK un pa^ (p.g) 6 H (0) x L (Q) tal que 
p >_ 0 en ca6t todo punto de n y p = 4)
(4) = 0 en S~)
en Sg U
g G sig p en cait todo punto de fi
Vp.VÇ + g.Ç„<0 VÇ G H^(«) Ç = 0 en S ] . s :> 0
en S - ;
p=0
p>0
donde p fiepae^enta la. p>ie6l6n {non.mallzada) del ^laldo en el medlo po^  
4040 tî, g 4ep4e4en-Ca [apfLOxlmadamente] la ^unclân eafiaetefilhtlea de 
la zona moj'ada, Sj e4 una capa lmpeA.meable, lu paft.te del boude
que e&tâ. al alue llbue y la paute del boude cubleuta pou el ^luldo
Is^ uepue-ienta el ^ondo de unoA emballes que con.tlenen el liquida] 6len 
do (j) la puehlôn de eite en U s^.
Vebldo a Aiu apllcaelone6 pudcllcai, el puoblema de la ^llluaeldn 
de un ^luldo en un medlo pouo6o et>, de&de hace tlempo, objeto de eàtudlo 
pou paute de (,li>lcoi e IngenleuoA [\42\, |48|, |50|, |52| ). S^n e m b a r ­
go, loA ueiultadoi tedulco6 que 4 & utlllzaban eAtaban, en geneual, baia- 
rfo4 en comldeuaclonei heuulAtlcai aunque en la pudetlca 4u utlllzaeldn 
l(ue4e (>atliii{^aetoula.
En 1 970 el Imtltuto de Hldudullca de la Facultad de Jngenleula de 
la Unlveuildad de Pavla, dlulgldo pou el Puo^eiou U. Malone, puopuio al 
Labouatoulo de Andllil6 Numdulco del Centuo Naclonal de 1 nvet>tlgacldn 
IC.N.R.) de Pavla, dlulgldo pou el Puo^eAou C. Balocchl, el e^tudlo de 
alguno& puoblemai en uelacldn con el modo de ^lltuaclôn de loi liquida 
a tuavti de medlo i pouaoi. Fuuto de eita colabouaclân ion loi tuabajoi 
de C. Balocchl y de V. Comuncloll, L. Gueuul, E. Magenei, G.A. Pozzl y 
G. Volpl [de loi que ie encon.tuaud una amplla ue^euencla en la blbllogua 
f^ la de eita memoula) . Eitoi tuabaja ueiuelven vauloi caioi pautlculauei 
en loi que la geometula (cuadulldteua en geneual] del medlo pouoio peuml 
te planteau el puoblema como la mlnlmlzaclân de una ^unclonal cuadudtlca.
Poiteuloumente, numeuoioi Inveitlgadouei ie han Inteueiado a d.iitln 
toi aipectoi del puoblema. Entue elloi deitacauemoi H.W. Alt, L.A. Ca^^a- 
uell, M. Chlpot, A. Fuledman, G. Gllaudl, R . Jemen, G. Stampacchla,
- -LX-L -
A. Touelll ij A. Vlilntln [ie encontuaudn tea ue^euenclai de eitoi tua- 
bajoi en la blbllogua^Za de eita memoula).
Pou ^In, en 1978, H. Buezli , V. Klndeulehueu y G. Stampacchla 
IÎ9 1 demueituan la exlitencla de ioluclonei paua el puoblema eitaclona- 
ulo Intuoduclendo la nueva ^oumulaclôn expueita mdi auulba, en el caio 
de un medlo pouoio de ^ouma cualquleua, y plantean como puoblema ableuto 
el de la unlcldad de la iolucldn.
En eita memoula, eitudlamoi dlitlntoi aipectoi del puoblema toman 
do como punto de pautlda eite ultimo ueiultado de exlitencla. Eite tua- 
bajo ie deiauuolla a lo laugo de 3 capltuloi.
Lai i ecclonei 1 y 2 del pulmeu capltulo eitan dedlcadai a la expo- 
ilcldn del puoblema y de loi ueiultadoi puevloi, ail como a la demoitua- 
cldn de ueiultadoi tlcnlcoi. En la teuceua ieccldn ie pone en evldencla 
la neceildad de ueitulnglu la de^lnlcldn de iolucldn del puoblema (p) : 
ie demueitua [Teouema 1.4 y ejemplo 1.1] que la actual de^lnlcldn de io- 
lucldn admlte la exlitencla en el Inteulou del medlo pouoio de maiai de 
{jluldo en uepoio deicontctadai de loi embaliei uepuei entadoi pou lo
cual iupone la no-unlcldad de: la ioluclân [ejemplo 1.1]. Se ueitulnge en 
toncei el conjunto de ioluclonei a lai que llamauemoi ioluclonei s^-cone 
xai [de^lnlclân 1.1] que ion lai que no admlten zonai mojadai deiconecta 
dai de s^, z>e demueitua entoncei que exliten ioluclonei S^-conexai del 
puoblema (P) y que toda ioluclân del puoblema (P) ei iuma de una iolu 
clân S j- conexa y de un paua (it,y) donde w uepueienta la pueilân de 
una maia de ^luldo en uepoio y y la ^unclân cauacteulitlca de la zona 
rnojada pou eite fluide [teouema 1.5].
En et iegando eapZtuto eitudlarnoi doi aipectoi det puoblema: pou 
una paute la uegulauldad de la ^uonteua llbue y pou otua la unlcldad de 
la ioluclân S ^ - c o n e x a  ail como la compauaclân de ioluclonei S^-conexai 
couueipondlentei a dlitlntoi datoi (j>. Con ueipecto a la ^uonteua llbue 
(de la zona mojada] demoituamoi en la pulmeua iecclân que eita coincide 
con el gaa^o de una ^unclân continua (Teouema II. 4] ie demueitua tamblân 
que la ^uonteua llbue eitd pou debajo de la altuua mdxlma del ^luldo en 
loi embaliei. (Teouema II. J). En la cuauta iecclân demoituamoi loi il- 
gulentei ueiultadoi de monotonia paua la ^uonteua llbue:
J) SI s^ ei conexo ei declu il el ^luldo que ie ^lltua en el me 
dlo pouoio puovlene de un dnlco embalie y il lai pautei de s^ que ei­
tan debajo del nluel de la iupeu^lcle del llquldo en eie embalie ion gud 
^oi monâtonoi entoncei la ^uonteua llbue ei monâtona cueclente a la Iz- 
quleuda del embalie y monâtona decueclente a la deuecha de âite. {Teoue 
mai 11.10 y 11.11).
2) SI tlene doi componentei corexai, ei declu, il el ^luldo
que ie ^lltua en n "puovlene" de doi embaliei y il lai pautei de 
que eitan debajo del nlvel mdi alto del ^luldo en loi embaliei ion gua- 
^oi monâtonoi, entoncei la ^uonteua llbue ei monâtona cueclente a la Iz 
quleuda del pulmeu embalie, monâtona decueclente a la deuecha del iegun 
do y entue loi doi tendiemoi doi eventualldadei : a) la fiUonteUa llbue ei 
monâtona (cueclente o decueclente], b] exlite un punto tal que a la
Izquleuda de % lu ^uonteua llbue iea monâtona decueclente y a la deue 
cha monâtona cueclente. La eventualldad a.) couueipondeula al caio en que 
el ^luldo que ie ^lltua en el medlo poUoio puovlene del embalie mdi alto.
el iegando jugando el papel de "iallda" del llquldo, mlenluai que la 
eventualldad fa) couueipon'de al caio en que el llquldo "entua" a la vez 
pou loi doi embaliei, iallendo pou algdn ieetou de S ^ . [Teouema 11.12).
Lai ttenlcai utlllzadai en eita paute ie pueden geneuallzau a n 
embaliei. Eitoi ueiultadoi geneuallzan ueiultadoi anteulouei de C. 
Balocchl |7| y de L.A. Ca^^auelll y G. Gllaudl |23|.
En la iecclân 2 demoituamoi la unlcldad de la ioluclân S ^ -conexa 
del puoblema (P) (Teouema I T . 6) ail como un Teouema de compauaclân de 
lai ioluclonei-S^-conexai de doi puoblemai del tlpo de (P) con datoi 
(f) dlitlntoi. En la iecclân 3 ie eitudla la unlcldad (en el ientldo Queu­
te] de la ioluclân del puoblema (P). En concueto ie hallan unai condl- 
clonei iu{^lclentei paua que todo. ioluclân del puoblema (P) iea una io^  
luclân S^-conexa y pou lo tanto paua que el puoblema (P) tenga una ûnl 
ca ioluclân (Teouema 11.9, Couolaulo I I . 3). Eitai doi iecclonei geneua­
llzan el Ueiultado de unlcldad de C. Balocchl paua medloi pouoioi de (ou 
ma uectangulau | 7 | y el de C . Balocchl, V. Comlncloll, E. Magenei y 
G.A. Vozzl paua dlquei con geometulai ilmplei [cuadulldteuoi en geneual) 
|l5|. Se ueiuelve ail el puoblema de la unlcldad paua un ableuto cual­
quleua. En eite capltulo ie demueitua tambl€n que il (p,g) e-4 una iolu
clân de (P) entoncei g ei la (unclân cauacteulitlca de la zona moja­
da (T eouema I I . 5).
En el teuceu y dltlmo capltulo eitudlamoi una geneuallzaclân del
puoblema (P) puopueita pou el Puo(eiou H. Buezli. Mdi concuetamente e^
N
tudlamoi en un ableuto acotado 0 R  eE ilgulente puoblema
(p,g) G X L^(n)
p >_ 0 en ccal todo punto de U, p = 4> en S U s_ (^=0 en s.) 
(P('B)) '
g G 6 (p )  en c a i t  todo punto de n
( V p + G ) . 7 f ,  £  0 VÇ G Ç = 0 en S - , Ç > 0 en S„
donde G = g , . . . , a^g)  itendo l o i  eoe(lelent.ei conitantei,  4> una 
(unciân I tp ick i t z tana no negatCua de en R y y una p a u t t c t d n
d e l  boude de
Opeuadouei  pau ee tdo i  a l  d e l  puoblema  (P(3))
N g
(Ap = Ap + 'l a .  3—  3 ( p ) )  t n t e u v t e n e n  en d t i t t n t o i  puoblemai ;  en pau~ 
1=1 ^
t t e u l a u  apauecen en | 4 / |  y | 44|  paua E u e g u l a u e i .
En eita memoula, tuatamoi doi aipectoi del puoblema ( p (6 )): la
exlitencla de ioluclonei y la exlitencla de una (uontena llbue. En la 
pulmeua iecclân ie demueitua la exlitencla de ioluclonei paua el puoble­
ma (P (3) ) cuando 3 e.i un opeuadou maximal monâtono de R  que paia
pou el oulgen (o G 3(0)) y que eitd acotado iupeuloumente pou una uec- 
ta (exliten doi numeuos uealei a y h talei que a r + b  > s, Vs G 3(r), 
Vr G R^) (Teouema 111.1}. Eite ueiultado geneuallza el te.ouema de exl^ 
tencla de | ( 9 1 ( N = 2 ,  = 0, « 2 = 1 , 3 = sign^) a una a m pl l a  claie
de 3 no acotadoi. Utlllzando una tâcnlca de |I9| ie demueitua también 
que il 3 e4 llpichltzlana entoncei la ioluclân.ei unlca. En la iegunda 
iecclân ie pone en evldencla medlante un ejemplo que il 3 no eitd aco­
tado iupeuloumente pou una uecta entoncei no exlite, en geneual, ioluclân 
del puoblema il no ie Imponen hlpâteili ueitulctlvai iobue Q â iobue el 
dato (j). En la teuceua y ûltlma iecclân ie eitudla la exlitencla de una 
(uonteua llbue. Se eitablece, paua iu exlitencla, una condlclân iu(Tcien
te que uecueuda (aeutemente  l a i  c o n d l c l o n e i  paua l a  e x t l n c l â n  en ttempo 
( I n l t o  de e l e u t o i  puoblemai  de ev o l u c l â n  de |/7| y de | 3 / | ; paua Q lo  
i a ( l c l e n t e m e n t e  guande y i l ' -
: ds .
B (s)
entoncei el puoblema p(3) ei un puoblema de (uonteua Itbue (Teouema 
III.4). Se demueitua complementautamente que il B e4 Itpichttztana en 
un entouno de 0 entoncei no exlite (uonteua llbue.
Paua el deiauuollo de eita memoula ie han neceiltado algunoi ueiul 
tadoi técnlcoi iobue opeuadouei maxlmalei monâtonoi; ie encontuaud una 
uecopllaclân de eitoi en el apéndlce (Inal.

CAPITULO I: PRIMEROS re su l t a d os
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1 .1. Formulacion del problema y resultados previos
1.1. No tac iones
2
Sea Ü un abierto de H  , acotado y conexo, y de frontera S 
l i p s c h i t z i a n a . (0 représenta la seccion de un medio poroso). Llamamos 
Sf, Sg y Sg a 3 subconjuntos de S que forman una particion de S; S ^ 
représenta una capa impermeable y la parte de S cub 1er ta por agua
de distintos embalses; suponemos que S^ es un abierto de S y desig- 
namos por S^ ^ ^ ,.. . , ^ las componentes conexas de S ^ . Por 
fin, designamos por S g la parte de S en contacte con el aire, y su­
ponemos S 2 IJ S ^  no vacîo.
Fig. I
3 -
En este contexte utilizaremos las siguientes no tac i o n e s : 
j . Si p y q son 2 funciones definidas en ü notaremos
Ip > qI (resp. Ip 2  qI , IP = q I ) = { (x,y) g fi / p(x,y) > q(x,y),
(resp. p(x,y) 2  q(x,y) p(x,y) = q(x,y))}
Ejemplos: 1) q E 0
I p > 0 I = { (x , y ) e fi / p ( x , y) > 0}
2) q = (h-y)^
|p > ( h - y I  = { ( x ,y ) 6 fi / p(x,y) > (h-y)^}.
2.- Sea A un subconjunto de fi, notaremos
Y(A) = funcion caracterîstica de A
2'- (fi) représenta ra el espacio de las funciones de- L^(fi) cuyas d2
rivadas primeras son también funciones de (fi).
W ^ ’^(fi), (resp. (^)) représentera el espacio de las funciones
de L^(fi) (s > 1) (resp. (fi)) cuyas derivadas primeras son de
I.®(fi), (resp. L®^^(fi)). u G bf (fi) Vfi ' talque fi’CEfi u 6 b'’ (fi')
4.- Si q es una funcion de H^(fi), notaremos:
9 9
Sx = lï; q ' Sy = w  s
_5.- Por fin, si Ç 6 (fi) , toda con s id e r ac ion hecha en esta memoria
sobre los valo re s de Ç en S ô parte de S ha de entende r s e en el
sentido de las trazas; por ejemplo Ç il 0 en S ^ équivale a (trazade 
C 2  0) Gn S 2 .
1.2. Formulacion f u e r t e .
El fluido se filtra a traves de fi planteandose el problema de 
determiner su pres ion p = p(x,y), y la parte mojada de fi : A.
La frontera de A se divide en cuatro partes (ver fig. 1): Tj ^  S ^
es la pafte impermeable, C  fi es la frontera libre de A, Fg = S ^ ,
y por fin F^ C  Gs la parte "mojada" de « De estas cuatro partes,
solo Fg esta perfectamente determinada y constituye un dato del probl^ 
m a .
E x p e r i m e n t a l mente, la velocidad del agua en A esta .relacionada, 
con su presion mediante la ley de Darcy:
v = - k V ( p + y )
(k es un coeficiente de p e r m e a b i l id a d ). Si suponemos que el medio es 
homogéneo y k constante, la incomprensibilidad del fluido se traduce 
por :
°
div V = 0 en A
(1) A p  = 0 en A.
En lo suces i v o , supondremos n o rmalizada la 'presion atmosférica es 
dec ir igual a 0 en S ^ , y despreciaremos los posibles f enomenos capila_ 
res. En estas condiciones, si llamamos (j) a la funcion que es igual a
5 -
0 en S 2 y es igual a la presion del agua en ((() ( x , y ) = h ^  - y
en S ^  ^ si représenta el nivel de agua del embalse situado " s o ­
bre" S g las condiciones de frontera en p son las siguientes:
- condiciones de tipo Dirichlet:
(2) p = 0 en Fg U F^ , P = <|) en F g
- condiciones de tipo Neuman (llamamos V al vector normal e x t e ­
rior en el borde de A):
v . v  = - k V ( p + y ) . v  = 0 en F^ U Fg
lo que implica:
(3) ^  (p + y) = 0 e n F ^ U F 2 ,
lo que traduce el becho que el fluido no se d i f un d e a t raves de 
Fj^  y de F 2 : por fin, tal como lo apuntan H. Brezis, D. Kindejr 
lehrer y G. Stampacchia en | | , podemos traducir la difusion 
del fluido a t raves de F^ por
V . V = k F ( p  + y )  . V 2  0 en F
( A )  ^  ( p + y )  < 0 en F^ .
E l  p r o b l e m a  es  e n t o n c e s  e n c o n t r a r  ( p , A)  s a t i s f a c i e n d o  ( 1) ,  ( 2) ,
( 3) y ( 4 ) .
6 -
1.3. Formulacion débil
Recogemos aquî la formulae ion de |] 9 1 . Supongamos encontrado un par 
(p,A) soluciôn de (1), (2), (3) y (4) con p y el borde de A sufi-
c ientemente r e g u l a r e s . Para Ç 6 C ^ (fi), y siendo V la normal ex t e ­
rior en el borde de A, tenemos mediante la formula de Green (Ç^ re
présenta la derivada de Ç con respecto a y)
[ (Vp . VÇ + E ) = [ -Ap Ç + [ (p+y) . Ç
1a y 1a h'3A
(p+y)C dados (1) y (3).
Eligiendo Ç tal que Ç = 0 en S^ y Ç 2  ^ en S^ (bastarîa
Ç 2  0 en pero no es conocido) obtenemos por (4):
| ( V p . V Ç  + / ; ^ ) 2 0  V Ç G C ^ f i )  t a l q u e  Ç = 0  en S^, S 2  ^
en S 2
Siendo p igual a 0 en fi"^  A, si y (A) se représenta la funcion
c aracterîstica de A, esta desigualdad puede escribirse:
(Vp . VÇ + y (A)Ç ) ^  0 VÇ G C ^ (fi) , Ç = 0  en S-, Ç 2 D en S,
Jfi y . J .
Estas consideraciones nos llevan a replantearnos la busqueda de 
( p ,A) (ô e q u i v a l e n t emente de (p,Y(A)) de forma mas general:
- 7
(P)
1 00
Encontrar un par (p,g) 6 H (ÎÎ) x L (fi) tal que:
(i) p ^  0 en casi todo punto de SÎ, p = (j) en U (ij)=0 en Sg)
(ii) g(x,y) 6 sign^ (p(x,y)) en casi todo punto de 
(ill) I (Vp VÇ + g Çy) < 0 VÇ 6 H^(n), Ç = 0 en S^, Ç > 0 en 8%
donde slg^ es el siguiente grafo maximal m o n o t o n o :
sig r =
0
[0 .1]
1
r < 0
r = 0
r > 0
Nos proponemos, en este capîtulo, estudiar este problems (P).
1.4. Un résultado previo: existencia de solucion para el problems (?)
Respecto a la existencia de soluciones, el problems (P) sdmi te la 
siguiente respuesta:
Teorema 1. 1 .* |d9| S u p o m m o 6  <p ZZpàch^tz^ana y (J) ^  0 en S g U
Entoncei  zx-cite. una -iol i icZén  (p.g) del p^coblema (P), ademd-6 
P 6 w j ’®(îî) Vs < «>.
Tal y como veremos en el capîtulo III, el Teorema T.l puede ser igual^ 
mente enunciado incluso para una clase amplis de problèmes incluyendo
(P) .
- s -
1.2. Primeros r e s u l t a d o s .
A fin de llevar a cabo nuestro estudio anadamos una hipotesis razo^ 
nable sobre ü; sea la proyeccion sobre el eje 0^, paralelamen-
te a Oy, entonces:
es c o n e x o .
Definamos entonces las funeiones y f sobre por
f^(x) = Sup {y 6 E. / ( x , y ) 6 fi} Vx 6 (fi)
f (x) = Inf {y G E  / ( x , y) 6 fi} Vx 6 (fi)
y tenemos:
Lema i . l . Con ta (H^), f^ {/ 2 (Junc^one-6 medtbte6
de x^(fi).
Demos t rac ion ; Demostraremos el resultado para f^ (para f la demos-
t rac ion es idéntica). Para que f^ sea medible, es necesario y suficien 
te que para todo h, t e n g a m o s :
f (]h,+“>[) medible;
ahora, es obvio comprobar que:
, -1
f (] b , +« [) = n^,(fi^ (n^(fi) X ] h,+ “>[));■
1
f (]b, +°°[) es entonces un conjunto abierto y por lo tanto medible, 
lo que acaba la d e m o s t r a c i ô n .
- 9 -
Nota I . 1 ■ La hipotesis (H^) no es estrictamente n e cesaria para la reso^ 
lucion de este p r o b l e m s , sin embargo, facilita tanto el enunciado como 
la demostraciôn de los r e s u l t a d o s ; por otra parte, esta h i potesis es ba^ 
tante natural en el problema que nos i n t e r e s a .
En lo sucesivo, 1 lamaremos h^ al nivel del agua sobre la componen 
te conexa S^  ^ de S ^ , para i = l , 2 ,...,n; y supondremos que estas 
componentes conexas estan numeradas de forma que:
h , > h ~ > . . . > h ;
supondremos también, que la f une ion (j) viene dada por:
ih ^ - y  en ^ Vi=l,2,...,n0  en Sg
Fij ados estos puntos, vamos a exponer en el resto de esta secciôn 
unos resultados intermedios que nos seran de gran utilidad para estable^ 
cer los resultados principales de este capîtulo,y del siguiente.
Teorema 1 . 2 . Sea (p,g) una Aotue-C6n det paobiema (F) entonces:
(i) Ap + gy = 0 en D'(fi), (ûp = 0  en D'(|g = l|))
( i i ) û p ^ O  en D '(fi)
( iii) gy _ 5 0 en D ' (fi)
D e m o s t r a c i ô n : (i) Cons ideremos Ç 6  P(fi); al anularse Ç en S^ U S^
t enemos :
0  = Vp . VÇ + g Ç de lo cual se deduce (i)
f^i f^i ^
- 1 0  -
(ii) Sea Ç € P(fi), Ç > 0. Para e > 0 consideramos la funcion:
Ç = min (p , eç ) ,
Ç = 0 en S y Ç = 0 donde g es d is t into de 1 (ya que entonces
p = 0 ) e n t o n c e s :
 ^  ^ L . - 0l
y
0  = Vp . VÇ + g Ç = Vp . V(min (p ,r C )) 
Ifi Jfi ^ -'fi
= I IVp|2 + E I Vp.VÇ
lp_fe;| |p> eç|
de lo cual deducimos:
Y( I P > et 1)Vp . VÇ ^  0
)o
Si hacemos tender e hacia 0, la fune ion y ( IP >EC|) tiende en casi 
todo punto hacia y ( | p > 0 |); por lo tanto, aplicando el teorema de Le^  
besgue tenemos
Vp . VÇ = Vp . VÇ _< 0 VC G 0(fi) , ; > 0
M p > o 1 Ifi
de lo cual deducimos (ii); (iii) es entonces consecuencia de (i) y (ii),
(ver I 2 I ) •
Corolario I . l . S ea ( p ,g) ioluctôn de (P), entonceA p G C(fi).
D e m o s t r a c i ô n : Del teorema 1 . 2 . (i) se deduce que p G W^ôc^^^ Vs G 
por lo tanto gracias a los teoremas de inclusiôn de Sobolev, p es con t i. 
nua en fi.
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N d ta 1 . 2 . En |2 I W. Alt demuestra que p 6  Va G aun-
que su formulacion del problema es diferente, su resultado sigue siendo 
valido aquî. Sin embargo, seria interesante poder extender esta continu^ 
dad h oIderiana de p hasta el borde de fi, lo que hasta el momento p^ 
rece un problema abierto.
Antes de ocuparnos de otros resultados de continuidad, veamos unos 
resultados tecnicos:
Lema 1 . 2 . Sea (p,g) 6otuc-C6n de ( P ) , Aea (x^,y^) un punto det con
junto Ip > 0 1. Entonces extite e > 0 tat que et conjunto
Cg = t(x,y) G fi / jx-x^l < E , y < + e},
eiti contentdo en |p > 0|.
D e m o s t r a c i ô n . Dado que p es continua en fi, t el conjunto |p > 0| es
abierto, luego si (x^,y^) G |p > 0| existe e > 0 tal que el conjunto
Qg ='{(x,y) G fi / Ix-x^ I < E , I y-y^ I < e}
este contenido en |p > 0 1 y por lo tanto g = 1 en ; entonces la
hipôtesis (H^) y el teorema 1 .2 .(iii) hacen que g = 1 en y por
consiguiente g^ = 0  en C^; luego el teorema 1 .2 .(i) nos permite afi^ 
ma r que Ap = 0 en C^, por fin del principio del maximo se deduce 
entonces que al estar Qg.C |p > 0 1 también tenemos C  | p > 0 1 .
Corolario 1 . 2 . Sea (p,g) Aotuctôn de (p) y iea ( x ^ ,y^) un punto de
fi tat que p(x^,y^) = 0, entonce/> p(x^,y) = 0 v(x^,y) G fi tal que
y > y_-
- 1 2  -
D e m o s t r a c i ô n . Si en un punto (x^,y) de fi, con y > y ^  tuviêsemos 
p(x^,y) > 0 , entonces por el lema 1 . 2  anterior también tendriamos 
p(x^,y^) > 0  lo cual entrg en contradiccion con la hipotesis del c o r o ­
lario.
El siguiente teorema aporta mas datos en cuanto a la continuidad 
de la s o l u c i o n :
Teorema 1 . 3 . Sea (p,g) ana iotuetôn de (P), entoncei p G C (fiu(s^ i ; s^ )). 
Demos trac i o n . Sabemos ya que p G C(fi), tenemos, por lo tanto, que de-
o °
mostrar que p es continua hasta (S^ (j S^) . Sea ® ^^2 S^),
y sea C una funcion regular, igual a 1 en un entorno de (x^,y^) y de
sopor te K tal que d(K,Sj) > 0. Si fi' es un abierto de borde
lipschitziano contenido en fi y tal que fi ^  K c; fi', entonces en fi'
A(çp) = 2VÇ . Vp + AÇp + ÇAp
= 2VÇ . Vp + AÇP - Cgy (por el teorema 1 . 2 . (i))
= (-çg)y + Cyg + 2 VCVp + Açp
Por otra parte en 9 fi', borde fi' t e n e m o s :
ÇP = 0  en 9 fi ' fi
SP = C* en 9 fi'n s
Entonces dado que (p,g) 6  H (fi) x L (fi) (aplicando por ejemplo el teorema
8.30 p . 196 de | 40|), se deduce que çp G C(fi') luego como f; = 1 en
un entorno de (x^,y^), C.V ~ P en ese entorno y entonces p es con­
tinue en (x^,y^). |2 8 |.
- 1 3  -
El siguiente lema aporta mas datos sobre el conjunto |p > o | :
Lema 1 . 3 . Sea (p,g) una Aoluctân de (P); pa/ia todo (x,y) 6 fi tat 
que (x,f^(x)) 6  tenemoA p(x,y) > 0 .
Pemo strac i o n . Por hipôtesis S g es abierto y por lo tanto el teorema a_n 
terior asegura la continuidad de p hasta S^; por otra parte en S^ 
tenemos p(x,f^(x)) = h^ - f^(x) > 0 , entonces p es mayor que 0  en 
un entorno de (x,f^(x)) aplicando ahora el lema T . 2 obtenemos la 
c o n c l u s i ô n .
Veamos a cont inuaciôn un resultado tecnico que util izaremos a menii 
do en lo sucesivo:
Lema 1.4. Sea (p,g) una iotuctân de (P); iean x^,x^ y h taei 
ndmeaoi fieatei y 4  ea
Z|^  = [ x ^ . x j  X [h, +«>[ un iubconjunto de
Auponemo6 que (2 ^ 0  fi) n s,^  = 0  y que paaa i = 0 ,l, p(x^,y) = 0
V(x^,y) G Z ^ n  fi. Entonces tenemos:
f (gp + g ^ )  1  f (Py + g) < 0
'fi n z y Jfinz^ y
D e m o s t r a c i ô n . La primera desigualdad es obvia ya que gp^ = p^ para c^ 
si todo punto de fi (dado que en |p, < 0 |, g=l y que p^ = 0  en ca­
si todo punto de |p = 0 |) ademâs g^ g en casi todo punto de fi (d_a 
do que 0  _< g ^ 1 en casi todo punto), por lo tanto, sôlo queda por de- 
mostrar la segunda desigualdad. Vamos a suponer que x^ G TT^(fi) para 
i = 0 ,l, siendo los casos alternat ivos (i.e. x. ^ v (fi) para i = 0  ô 1 )
- 1 4  -
una simple variante de esta demostraciôn.
Sea e > 0 (lo s u f i c ientemente pequeno) definimos:
= sup f (x) , = Inf f ^ ( x )
x 6 [Xo,Xo+c] ° x 6 [x^,x^+e]
hj = Sup f (x) , = Inf f^(x);
X 6 [xj-e,x^] X 6 [ x j - e , x J
existen entonces x G fx , x + el , x^ G I x , x + e l,  x, G [x.-e.x,], 
o ^ o o  -* O o O 1 ‘- 1  IJ
x^j G [xj-E,Xj^] taies que:
hq = f~(x^), = f'^(x^), h" = f~(x“ ) y h| = f^(x|);
por otra parte, cogemos e pequeno de tal forma que < ht para
i=0,l. Consideramos ahora los siguientes conjuntos:
®o = [*o''"o * [ho" hq]' ® 1  = ^ M ' h l ]
Qo.l = C^o’ *Ô[*D'Ô-G' ("ô] ^  Qo,2 = ^ o ' % ^  ^ W
^1,1 = ^ [h]^-c ,h J  n fi; Q* 2 = ^ [h^,hj^ +e] A fi
Jo.l = ] * ô ' * o + c ]  ^ ^ 0 , 2  = + + ^ '
•^1,1 " [x^-e,x]^ [ X [h]"- ,h“] (1 fi; J j ^ 2 " 1 ^ 1 [ | 0  4 #
y
^0,1 = ((*0 ) ^ ^ ([*o'*o+^] (hô-c))
U ( ( * o  [hô-C' hôl)
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^ 0 , 2  = (  ^ ^ { h ^ + e } y
U ( { x ^  + c} X [h^,h^+e])
^ 1 , 1 . "  ( { x i - c }  X [h'-e,h~]) u ( [ x j - e , X j ]  x {h^-e}) 
U U x ^ }  X [h"-e, hj] )
^1,2 " [h|.h|+e]) u ([xj-e,xJ x {h|+e})
U ({x^} X [h|,h|+e}).
J 0,1
- -1x0 -e — -
Fig.2
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Sean entonces la funcion definida en 0 A ( , x x p ) por:
a^(x,y) =
Ë - -ol si (x,y) G B
- -  (x - x^) si (x,y) 6
1 - ^  d((x,y), r .  . n J. .) si (x,y) G J. - para i=0,l
C 1 * J 1 * J * 1 * J
y j=i,2
^ d ( ( x , y ) ,  r. . n  Q. .) si (x,y) 6  0 . . para i=0,l
€ 1»J 1>J 1 $ J
y j = i ,2
0  si (x,y) 6  ( [ x ^ . x j x j
[*o'*Z] -e] U
[* '*ll x [ h | + e ,  +■»[) n fi
1 en el resto
y la funcion Ç definida en fi por:
Og (x,y) (y-h) en fi Zj^
C(x,y) =
0 fi - Z
Es obvio ver que Ç 6  H (fi) (Ç es incluso 1 i p s c h i t z i a n a ),
Ç = 0  en S^ dado que (Z^ fi) ^ = 0 , Y , ^ ^  0 en S 2 ; lo que
s u p o n e ;
(5) 0 > I V„.VÇ + 1  g Ç
f^i
h h
(p„+g)a + I (p.^,+8)(y-h)(a ) +
f i n z ^  y . -’fi ^ z. ^  ^ y
fi fi z,
P^(y-h)Ca^)^;
- /7 -
pero
[ (p^+g) (y-h) (a ) + I p (y-h) (a ) = [ p (y-h) (ag.)^ +
' ^ ^ = h  1 nz,o h
1 2 f
P_(y-h) (ctg)^ + I I I p^(y-h) (»p)^ +
j = l n
+ (p„+g)(y-h)(a ) 1 = - P^(y-h) - - P (y-h) +
y e y  c ^  nz^ *
o h  B , fi Z,
1 2 c ‘
+ I I I P^(y-h) ("e^x ■*■ (Py+B) (y-h) («g)y I
p.(y-h)v - |p-(y-h)v I +
dado
1 2 c
+ I I IPx(y-h)(™E^x + (p +g)(y-h)(a^) 1
' ( Q i ^ u J i . i ) " = h
1 2 c
1  I I I Px(y-h) (™E^x (Py+B) (y-h) («g) y I
quo o(xj,y) = 0 , para y > ; h ,  y i = 0 ,l; siendo la componen
te horizontal del vector normal exterior de 9(‘B^ 0  Z^) para 1 = 0 , 1
De (5) y de la anterior desigualdad deducimos entonces:
0  1  [ (p +g)«p + I I [ |p„(y-h)(a ) + (p +g)(y-h)(a )
’“ O H  1 = 0  i-i '
1 2 (
(6) - I I Ip ^ ( y - h ) + (p + g ) ( y - h ) (»g) I 2
> I (Py+g)»F
For otra parte tenemos:
IVaJ < i y lQ,_. U J, ,1 < e'
y si llamamos Y . . a la funcion caracteristica de (Q. . n J. .) H Z,
i,J i . j i . j h
para i=0,l y j=l,2, aplicando la desigualdad de Holder tendremos:
1 2 I
- I  I IP_(y-h)(ap). + (P^+g)(y-h)(a ) 1 £
1 2 I r , , 7,1/2
< Ï I Y^ . Ip + (p +g) I (y-h)
i=o j=l ')fi 1,J X y I
y de (6) y de la desigualdad anterior deducimos:
1 / 2
h)^
hacemos tender E hacia 0, entonces -----»- 1 en casi todo punto de
fi n Zj^  y j   ^ 0  en casi todo punto para i = 0 ,l, j = l, 2 , api i can
do entonces el teorema de convergencia de Lebesgue obtenemos el résulta 
do :
[ (P„ + g) £ 0
h  n z,  ^
h
En el caso en que alguno de los para i=l 6  2 no pertenezca
a n^(fi) por ejemplo x^  ^ <5 Tr^(fi), definimos igual que anterior-
mente para x 6  [x ^ - E , x , y = 1 en el resto; la demostraciôn
- 1 9  -
se desarrolla entonces de forma idéntica a la anterior.
Acabamos esta secciôn con un ultimo resultado sobre |p > o | :
Lema 1 . 5 . S ea (p,g) una ^olucZân de (P), Aea ( x ^ ,y^) un punto de
fi, y Aupongamo^ que extéta 6 > 0 tal que
° ] * ^ * o + G [ x ] y o - 6 , y „ + 6 [ < ^ | p  > o|,
â
e.ntonccA tznemoA:
' t*o^ * ] y o - 5 .  y^ +"S[ c: |p > o|.
Demo s t rac i o n . Censideraremos cierta la primera e v e n t u a l i d a d :
Qj C2  |p > 0 1 (la demostraciôn en el caso Qg *—  !P ^ 0 1 es idéntica, 
notemos también que las 2 eventualidades no son incompatibles). Supong^ 
mos que p ( x ^ ,y ) = 0  Vy 6  ^ y^- ô ,  y ^ + 6 [. Sea entonces el conjunto:
Q = ] x ^  - 6 , Xo + 6 [ x ] y o - 6 , y ^ + d C
y sea Ç 6  D(Q), Ç >. 0 y sea también 6 ' tal que 0 < ô '  < y  ; de f i ­
nimos la funciôn Ç 6  D(Q) de la forma siguiente:
0 £  Ç(x,y) = Ç(x^,y) . B(x) V(x,y) 6  Q,
siendo B una funciôn positiva de D(]x^ - 6 , x^ -ô[) tal que B(x) =1 
V x g J x ^ - 6 ' , x ^ + 6 '[^ . Tenemos entonces Ç - Ç G H ^ ( Q ^ )  para i=l,2, 
por lo tanto (Ç - E)Y(Q^) G H^(fi) para i=l,2 con lo cual:
i=l,2: 0 = [  Vp . V| (Ç-Ç) y (Q.) 1 + f g • | (^-Ç)Y(Q.
Jfi -'fi
,.)l.
1 0  -
L Vp.V(Ç-Ç) + g(Ç-Ç)
y por lo tanto: 
(7) f Vp.VÇ + [ gÇ, = I Vp.VÇ + f g c.
de lo cual deducimos, prolongando Ç por 0 fuera de Q
(8 ) 0 = 1  Vp.V£, + I g.£ I  ( f  Vp.VÇ + I g Ç,) = ,
-’n ^ i=l,2 )q . •’q.
=  I ( I  Vp.VÇ + f g Ç ) 
i = i , 2  Jq. Jq. y
Sea entonces la funcion definida por:
1 si X £  X^-E
(x-x„) si %: -E < x  < x
—  (x-x^) si x^ < X < x^+E
si X_+E < X
Tenemos: G ^'o^^^i^ para i=l,2 por lo tanto
G y:
0  = f Vp.V(Ç.a^Y(Q,.)) + f g. (Ç.a^Y(Qi>)
Jn ^ Jn ^
(9)
=  f Vp V(C.a ) +  f g ( ^ a  )
Jq.
= I  Vp.VÇ.a^ + I  g-Çy • + I Vp.Va + f g(a i
= I Vp.VÇ.a^ + 1  g Ey-üg + I P x ’^“ e ^ x ' ^ ’
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por otra parte, para e < 6'
f P* -(“ e>x-î '  i  I  p* ( ’ H a ,
1 Q j { ( x , y ) 6  fi/x < x^+e }= Qj ^ 1 , e
y
I  Px<“ e'x ê - f p, Ç ■ r  I
2 Qg {(x,y) G fi/x>x^-e) = Q2 £ 2,E
de (9) deducimos e n t o n c e s :
p C v  > 0
p Ç V > 0
0 £  [ Vp VÇ.O + [ g Ç a
jq. Jq. y
y haciendo tender e hacia 0, por el teorema Ae Lebesgue obtenemos:
0  > I Vp vE + f g Î .
Iq . Iq .
De (7), (8) y de la desigualdad anterior deducimos
Vp.VÇ + 1  g Ç = 0, VÇ G D(q) tal que E > 0
^Q, -’q . y
y por lo tanto VÇ G D(q);
4 :
,P en 1
sea entonces P = 1 „ q_Q * obviamente p G H (Q) y
1
g = 1 en Q deducimos:
I Vp.VÇ + I g Ç = I Vp.VÇ + I g-Ç„ = 0  VÇ G D(q)
1q y )q^ y
y g Ç = Ç = 0 pcrr lo tanto Vp.VÇ = 0 de lo cual
7q y )q y JQ
deducimos:
Ap = 0 en q
lo que imp 1 i c a , por el principio del maximo:
1 2
p = 0 en Q
dado que p = 0 en Q-Q^, y:
p = 0 en Q ^
dado que p = p en ; de esta c ontradicciôn deducimos entonces el re^  
s u l t a d o .
Corolario 1 . 3 . Sea ( p , g) una AoZuctân de (P) y Aea c^ una compo- 
nente conexa d e l  con junto :
| p > 0 | 0 l y > h | ;  
laA 2 paopoAtctoneA AtgutenteA Aon e q u t v a l e n t e A :
i) Cj^  n = 0
ii) ) X I h , + <«|)fi fi 0 S- =
Demostraciôn. Es consecuencia inmediata del lema 1.5.
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1.3, S o l u c i o n e s - c onexas
3.1. Definicion y m o t i v a c i o n e s :
De f ini c ion I . l . Sea (p,g) una solucion de (P) diremos que (p,g) es 
una solucion S^-conexa si y solo si para toda componente conexa C del 
conjunto |p > 0| tenemos C H S^ 0 6  lo que es équivalente
(tt^(C) x R) a fi n S 3 = 0.
Nota 1.3. Esta nueva definicion parece ser la adecuada desde el punto
de vista de la fîsica, ya que si (p,g) no es S 3 -conexa entonces exi^ 
te una componente conexa C de |p > 0| tal que C fi S 3 = 0. Desde un 
punto de vista fxsico, esto significa que existe una roasa de fluido,
dentro del medio poroso, que no proviene de la filtraciôn del fluido con
ten ido en los embalses represent ados por S 3 .
Nota 1 . 4 . Esta nueva definicion supone (en el caso general) una restric- 
ciôn real del conjunto de soluciones; en efecto, en general, no toda so­
lucion de (P) es S 3 -conexa como podemos ver en el siguiente ejemplo:
Ejemplo I.l
Sean x^ < x^ < x^ , < X 3 y —  ^1 ^ ^2 ^3 ® numéros rea les
y sea fi el siguiente abierto:
^ " O ’^ o’^ i C  U ( [ * 1  '* 2 ] u
] ( X 2 ,X 3 ) [ .y^C)
] - " 1  : yg' y sean:
2 4
S 3 = {x^} X ]y^, h j [
Sg = ({Xg} X [h^ , y 3 ]) U (] * 0  '* 3] ^ {7 3 })
Sj = s - (S^ U S3)
4)(
. r  1x,y) = \
( 0
h ,-y en S .
en S ,
S 3
Fig. 3
Entonces para todo h < y  ^ el par (p^.gj^) definido por:
r 1 si (x,y) 6 (] x^,x^ [ X ] y^ ,hj [) U (] x ^  , x 3 [ x ] y^ , h [)
gh(x,y) =
0 en el resto de fi
P^(x,y) = g ^ ( x ,s)ds
es solucion del problema (P) en el abierto fi para los datos da f in i- 
dos anteriormente y para h > y^ el conjunto ] x 2 ,X 3 [ x ] y ^ ,h [ es una
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componente conexa de |p > 0| cuyo c 1erre es disj unto de S 3 , por lo 
tanto para h > y^ ss una solucion de (P) que no es S 3 -con^
xa .
Nota 1 . 5 . El ejemplo anterior es a la vez un contra-ejemplo para la uni- 
cidad de solucion en el problema (P) y por lo tanto una motivation mas 
para introducir una nueva defiiiiciôn de solucion.
S in embargo la restriction que supone la définition 1.1 no es "ex 
cesivamente drâstica" en la medida en que cualquier solution de (P) e^ 
ta "explicitamente" relacionada con una solution S 3 -conexa como mostra- 
remos a continuation.
3.2. Existencia de solution S 3 - conexa y relation entre solution y solu­
tion S 3 conexa de ( P ) .
El siguiente teorema da una caracterizacion de p (siendo (p,g) 
una solucion) sobre las componentes conexas de |p > o| cuyo c 1 e r re no 
cont iene puntos de S 3 :
Teorema 1 . 4 . Sea (p,g) una Aoluc-Côn de (P) y &ea c una componente
conexa de |p > o| tal que c A S 3 = 0  y &ea = Sup (y/(x,y) 6  c) 
tenemoA entonceA:
i) si n^(C) = [x^.Xj^J, C = { ( x , y ) G fi / x 6  ] X g , x ^ [  e y < h^}
ii) p ( x ,y ) = (h^ - y ) ^  V(x,y) 6  fi tal que x^ < x < x^
iii) g(x,y) = y(C) V(x,y) 6  fi tal que x ^ <  x <  Xj.
- l b  -
Antes de demostrar este teorema, vamos a ver el siguiente lema, v^ 
lido para un abierto fi de
Lema 1 . 6 . Sea u una ^unctân de H^(fi) fi C(fi). S/C c eA una componen
t e  conexa de |u > o| entonceA u.y(c) 6 H^(fi) y Ae t t e n e  l a  A tg ute n-
t e  ^éfcmula de de f t l vac tôn:
(u.y(C)) = y (C) . Vi=l,...,n
i i
S^ ademdA u eA n u la  en e l  Aent tdo  de laA tf iazaA Aobae una paA.te
c  6fi de medtda no n u l a  entonceA u . y ( c )  también  Ae anu la  en eAe
Aent ldo Aobfie r ^ .  | 28|
D e m o s t r a c i ô n . Supongamos primero que u G H^(fi) H C(fi) y sea C una
componente conexa de |u > 0|. Para G > 0 sea K^' el conjunto defin£
do por
= {x G C / u(x) > e)
Podemos entonces encontrar una funcion Ct^(x) regular tal que
= 1 sobre un entorno de y ot^  = 0 en el complementario de C,
(siendo 0  £  £  1 ) y tenemos:
Y ( K ^ ) . ( u - e )  =  a ^ ( u - E ) ^  
de ahx que y ) (u-E) 6  H^(fi) y
3^7 ( Y ( \ ) . ( " - E ) )  - ' air
y(K^) (u-E) esta, entonces, acotado en H^(fi) independientemente
de G y podemos extraer una sucesiôn y(K^ ) , (u-e^) que converge ha-
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cia w 6  H (fi), debilmente en H (fi) y fuertemente en L (fi) cuando
-+ 0. Pero, por otra parte, es obvio que Y(Kg.)(u-e) -+ Y (C ) u en
7 1
I, (fi), luego w = y(C)*o 6  H (fi). En la igualdad anterior pasamos al
limite en D '(fi) y tenemos:
Æ  <y(C).u) = Y(C) ^  = Y(C) u
1 1 1
Este resultado se extiende facilmente al caso u G H^(fi) fi C(fi) d^ 
do que entonces u G H^(fi') fi C(fi') para todo fi’ relativamente compac^ 
to en fi. La segunda parte se deduce de:
0 < Y(C).u < u^; 
lo que acaba la demostraciôn del lema.
D emostraciôn del Teorema 1 . 4 . Sea h = inf { y / ( x , y ) G C) y sea
° [''o’* J  * [^* + ™ [ '
entonces, p=0 en A (fi-C) (Lema 1.2), luego p(x^,y) = 0
V(x^,y) G fi y para i=0,l; por otra parte ^ ^3 ” ^nton
ces por el lema 1.4 tenemos:
(10) 0 > I (gp + g^ >
Por otra parte, aplicando el lema 1.6, sabemos que y ( C ).P G H*(fi) y 
que y ( C ) .p = 0  en S g V  con lo cual:
0 = Vp . V(y(C) . p) +
)fi )fi
 g (y(C) . p)
^  y
y aplicando la formula de derivaciôn del lema 1 . 6
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(11) 0 = [ l^pl^ + [ g P = [ |Vp|^ + 1  g p
1r. y lo A 7. Jo A 7C -’c JfiAz^ ■'fi Z. y
h n
Sumando (l0) y (11) tenemos:
0 2. j I V p | ^  +  2 j g P y  +  j g ^  = j p %  +
Z^fl fi fi Z ^ A  fi z ^ A w
+  I  ( P y + g ) ^  + 1  g ^
Z ^ A  fi Z^ Q (fi-C)
de lo cual deducimos:
p = 0  en fi fi z
*^ x h
p = -1 en C
y
g = 0 en Zj^  fi (fi C) ;
dado que g = 1 en C, tenemos ( i i i ) : g ( x ,y ) = y(C) V(x,y) G 2^ fi;
por otra parte Vp = (0,-1) en C, luego p = k- y en -C y en tone es
para todo x 6  |x^,x^| tenemos: Sup { y / ( x ,y) 6  C} = k, luego k = 
y (ii): p = (h^-y)^ en fi fi Z ^ ; (i) es entonces obvio.
Nota 1 . 6 . Si C es una componente conexa de |p > 0| tal que C A = 
= 0 entonces la ley de D a r c y supone en C una velocidad nula:
v =  -k V(p+y) = -k V(b^) = 0,
luego, en C no bay filtraciôn de agua sino una masa inmovil de fluido
Esto justifies la siguiente d e n o m i n a c i ô n :
De f in ic iôn 1 . 2 . Llamamos "charco" en fi a un par de funciones 
b:
(ir,Y.) 6  H^(fi) X L™(fi) donde:
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I) eA la funciôn eaKaetealAtlea de una componente conexa
del conjunto {(x,y) G fi / y < h}
fh r h-y en
tt} TT(x,y) = Yi^(x,s)ds, t.e ir(x,y) = i
)y ( 0 en fi " C .
D e tinicion 1 . 3 . LlamamoA "AtAtema de chaacoA" en fi a un paA de ^un 
ctoneA ( i r . Y )  G H^(fi) X L™(fi) donde:
t] Y la funciôn cafiactealAttca de U C. , con i c  « ,
i G I ^
Atendo c^, paA.a cada i G I una componente conexa del conj'un- 
- t o { ( x , y ) G f i / y < h  }
(k
ttj TT ( x , y ) = Y(x,s)ds, Atendo k un numéro Aeal.
y
Esto nos lleva al resultado principal de esta parte:
Teorema T . 5 . To'do pan. (p,g) Aoluctân de (P) eA Auma de una Aolactân 
( P o ’go) S 3 - conexa y de un "AtAtema de chancoA" (tt.y)-
Demos trac i o n . Llamamos familia de las componentes conexas
de Ip > 0 I taies que fi 8 3 = 0  (esta claro que I d  W ); entdnces
para cada i G I existe h G R  tal que C. sea una componente cone
. i ^
xa del conjunto {(x,y) G fi / y < h } y P . Y ( C . ) = h  -y en C. y 0Ci 1 c^ 1
en fi— C^, llamamos
Y "  1 Y ( C . ) = y ( ^  c.) y TT = p.y;
iGI ^ i G I  1
es obvio entonces que (tt,y ) e s un "sistema de charcos" en fi y tene-
\
mos VÇ G H^(fi)
- 3 0
(12) L  + l  T ( y -  j  + f (y '  I  <-«y> + 
I
U u u
161 iGI iGI
+ I S y =  n
i GI
C .
Sea entonces ( p ^ ,g^) definido por:
P q = P-TT, g^ = g-y; es obvio que p^ G (fi) (Lema 1.6),
p^ £  0 y p^ satisface las condiciones de Dirichlet de p en
S 2 U S 3 , y por otra parte, g^(x,y) G sig^ p ^ ( x ,y ) para «casi todo
(x,y) G fi; ademâs de (12) deducimos: ,l '"° " I (y ■ i + ■ ■
= I V p ? s +  [ g E _ < 0
)fi )fi y
VÇ G H^(fi) con Ç = 0  en S 3 y Ç £  0 en S 2 ; ( p ^ ,g^) es entonces
solucion del problema (P) y ademâs ( p ^ ,g^) es S 3 -conexa por construc- 
c i o n , lo que acaba la demostraciôn.
CAPITULO I I :  u n i c i d a d y f r o n t e r a libre
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1 1 . 1 . Continuidad de la frontera libre
Abordamos en esta seccion el estudio de la frontera libre. Los rje 
sultados que demostramos aquî, aparté el interes intrinseco que puedan 
tener, son importantes de cara a la siguiente seccion.
Teorema I I . 1 . Se a  (p,g) tina AolucZân s^-c.onexa de (P); entonce.6 te- 
m m o 6 :
t) p = g = 0 en {(x,y) G / y > = |y > hjI
tt) 0  £  p < (h,-y)^ en n.
D e m o s t r a c i o n . Sea la funcion Ç = (p-(b^-y)^)^; Ç es una funcion de 
y Ç = 0  en S g U  dado que (h^-y)^ ^  cfi en U te
nemos entonces:
0 = [ Vp . V 1 (p-(h j - y ) ' * ’ ) ' ^  -f f g . [Cp- ( h ^ - y ) ^ ) ^
-*n '  •'n ^
= [ V(p-(h^-y)^) . V [(p-(hj-y) ’^ )'^ -I- f „ 1
■'n -'ft ' ^
= [ 1 V[(p-(hj-y)'^)‘^  I  ^ + f g p + [ (g-1) [(p-Chj-y)'*')’^  ;
V » . J  \ y l \ l
ahora, en |p > 0 | tenemos g = 1 , y en |p = 0 | teiiemos 
(p-(hj-y)^)^ = 0  por lo tanto, de lo anterior deducimos:
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0 = f I V[(p-(h^-y)'^)^] I ^  + [ g P
h M y > h j |  y
lo que équivale a:
0 = f |v[(p-(h ^- y)+ )+] |^  + f |Vp 1^ + f g P
I yj<h j 1 '* I y>hj | ■' | y>h^ |
del lema 1.4 deduc im os que:
sumando esta des igualdad con la igualdad anteti or  tenemos:
0 > f  |v[(p-(h -y)+)+] 1^ + f ,|Vpl^ +
= f I v[(p-(h^-y)t)"*^] I  ^ + f (P% + (p + g)^)
J |y <h  I J | y l h j  ^
De la primera integral deducimos que en | y _< h^|:
(p - (hj-y) ) = constante = 0  dado que (p - (hj-y) ) = 0  en 
S g , y que (p,g) es S^-conexa (y que (p - (h ^ -y ) ^ es continua has^
ta S ^  por e 1 teorema 1.3); y
p < h j - y  en ly jî h^|
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por lo tanto tenemos:
p(x,hj ^ ) = 0  V ( x , h j ^ ) G n ,
luego, si existe ( x ^ , )  con y^ > h^ ta 1 que p(x^,y^) > 0  esto
implica la existencia de una componente conexa C de |P > 0| ta 1 que 
C c _ [ y  > hjl por lo tanto C O  = 0  lo que entra en contradiccion
con (p,g) S^-conexa, de lo cual se deduce:
p(x,y) < (hj-y)’’ V(x,y) G Ç).
la segunda integral se escribe entonces:
2
g = 0  y por consiguiente:
g = = 0  en | y > h j ^ |
lo que concluye la demostracion.
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Nota 1 1.1. En general tendremos incluso p < h^-y en |y < h^j , en efe£
to: en [y < h^j (h^-y) es a r m o n i c a  y Ap ^  0 ( t e o r e m a  1 . 2 ( ü ) ) ,  
l u e g o  A ( p - ( h ^ - y ) ^ )  = Ap ^  0 en |y > h^(, e n t o n c e s  por el p r i n c i p i o
del m a x i m o  t e n d r e m o s  6 p < h ^ - y  6 p = h ^ - y  en |y < hj|.
N ota II.2. La interpréta cion fisica de este teorema es simple: no hay f ij^  
traciones de agua por encima del nivel mas alto de los embalses.
Teorema II.2 . Sea (p,g) una ^ otucxôn S ^ - c o m x a  dzt p/Loblema (P). Pa
Ka todo k S N  l ^ k ^ n  y paA.a todo h tate.6 que h ^ ^ ^  ^ h  < b ^
(ilendo b , = Inf f" (x)), et conjunto:
" X 67r^(fi)
= {(x,y) e n /  p ( x , y )  > (h-y)^}
ttene un mdxtmo de k componente6 conexaA; md6 concA.etamente, pafia 
i=I,...,k deitgnamoA pofi la componente conexa de que ve-
'Ltf^tca
=3.i =  Ch.i
Tenemos •'
k
Demo s t r ac ion . Sea C = f2 - j C por el lema 1.6 la funcion
h i=l b,i
Ç = ( p - ( b - y ) . y(C ) = (p-(h-y)^)^ (1 - y( U C .)
h i=l h,i
es una funcion de H^(n) nula en S ^  U y t e n e m o s :
0 = [ Vp . V I (p-(h-y )^)'’ y (c ')| + [ g I (p-(h-y y (c /)|
Jn " lo o y
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lo que da, aplicando la formula de derivacion del lema 1 .6 :
0 “  f V p .v [ (p - (h -y ) ^ )^  + I
- ■'' h^
= f , 1 9 [(p-(h-y)^)^J I^ + [ (g+(h-y)^> Q ( p - ( h - y ) ^ ) ']
'C„
dado que en |p = 0 | (p-(h-y)^)^ = 0  y en |p > 0 | g = 1 .
El conjunto 0 |y > h| H |p > 0| puede escribirse como
C. n I y > bI n Ip > 0| = U C . donde C. son componentes
j G J  J ^
conexas de |p > 0 | A |y > h| y J un conjunto numerable y ademas
C. 0 S 3 = 0 ;
tenemos entonces, por el lema 1.4;
1 (g P y + g ^ )  £  0 Vj 6  J, siendo j = (TT^ (C ^ ) x | h ,+™|) A n
^h,j
L u e g o ,  sumando e s t a  d e s i g u a l d a d  a l a  i g u a l d a d  a n t e r i o r ,  t e n e m o s :
0 > [  lV|(p-(h-y)‘*')'^ll^ + I [ ( p ^ + ( p  +g)^) =
I r ' I w O ,  i c T / 7 "|y£b| jGJ ^z^ ,
= [ I V I ( p -  ( h - y )  )
Jc; | p>o|
h ,  j
+  1 I 2
'h
de l o  c u a l  d e d u c i m o s :
^ [(p- (b-y) )^] I = 0  en C (3 | p > 0 1
37 -
( p - ( h - y ) ) " * ^  = c 3 £  0 en c a d a  c o mp o n e n t  e c o n e x a  de 0  | p  > 0 |
ÿamos a d e m o s t r a r  que  l o s  c^  son n u l o  s ; en e f e c t o ,  s u po nga mo s  
Cj  > 0 e n t o n c e s
( p - ( h - y ) ) ^  = p -  ( b - y )  -  c . > 0 en c!
p = b 4- c ^  - y  = (b - y ) ^  en ;
sea C la componente conexa de |p > 0| que contiene C^; entonces 
por e 1 principio de prolongaciôn a n a l 1 1  ica :
p = h + c ^ - y  > (b-y)^ en C
pero, siendo (p,g) S g - c o n e x a , existe una componente conexa, S ., de 
S 3 tal que S 3  ^C  C y por continuidad (ver Teorema 1.3):
p = ( b + c ^ - y ) ^  en S 3 ^
y b + c ^  = b j > h £  ’ luego tenemos j £  k y C =  ^ 0 -
por lo tanto O - 0  lo que supone una contradiccion; tenemos en­
tonces c_ = 0 Vi, y:
(p - (b-y) )^ = 0  en | p > 0  |
1 o que imp 1 i c a :
p £  h-y en H | p > 0 |
y
p £ ( b - y ) ^  en 
con l o  que  f i n a l i z a  l a  d e m o s t r a c i o n .
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Con las mismas notaciones e hipotesis que en el anterior teorema, 
t enemo s :
Teorema IT.3. Sea (p,g) una ^otuctân S^-conexa de (P) ij 6ean
y (% 2 'h) do.& puntoi de f2 talei que (|x^ , x 2 | x {h})
n ^ 2  = 0 . 5-t (xj,h) y ix2 ,h) pe^tenecen a ta mt^ma componente conexa
c, . de K, tenemo6: 
h , 1 n
p(x,y) > 0 V(x,y) 6  0  ^ * 2^ x]-°°,h[).
D e m o s t r a c i o n . Por el lema 1.2 es obvio que p(x^,y) > 0 Vy £  h ta I
que (x.,y) G Q, para i= 1 ,2 . Supongamos entonces que p(x^,y^) = 0
para un (x^,y^) G (] x ^ , X 2 [ x J-oo,h|^) A , tendremos también 
p(x ,y) = 0 V(x ,y) G { (x ,y) G Q / y £  y }. Dado que C. . es co-
O 0 0  o M $ 1
nexo, es tambiên conexo por arco y existe entonces una ap]Icacion a 
continua de [0 ,l] en C^  ^ que verifique:
(i) 0 (0 ) = (Xj,h), 0 (1 ) = (x 2 ,b)
( i i ) 3 t  G ] o , l [  t a l q u e  a(t) = (x^,y^) con y^ < y^ ^
(iii) 0  divide (fi |y < b|) ~ 0 ([O,I^) en varias componentes co
nexas, una de las cuales, , contiene (x^,y^).
+ - 1 • •
Sea la funcion (p-(b-y) ) G H (fi), es igual a 0 en e 1 borde de
Wg , dado que en | x ^ , X 2 | x {b} 0  S 3 , c() ( x , y ) £  (b-y)^. Sea entonces
Ç = - (p - (h-y)) y ( w ^ ) ,
Ç G H^(fi) y Ç = 0 en luego Ç = 0 en $ 2  IJ S 3 y tenemos:
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0 = 1 Vp . V [- (p- (h-y ) ) Y ( W q >1 + I g [- (p- (h-y) ) Y
= [ Vp . V [-(p-(It-y) ) } + I g[-(p-(h-y)) ]
■*ü) (^1) ^o o
= [ |v[(p-(h-y)) ] I ^  + [ [g + (h-y) j [-(p-(h-y)) ]
'’w • -’ü) o
= [ I V [ ( p - ( h - y ) ) ] I^ + [ (g-1) [ - (p-(h-y)) ]
-'(I) -'(1)o o
Dado /que en |p > 0 1 t e n e m o s  g = 1  l a  u l t i m a  i n t e g r a l  ha de h a l l a r s e
s o b r e  A [p = 0 | ;  l u e g o  t e n e m o s :
0  = I I V [ ( p - ( h - y )) ]|^ + [ (g- 1 ) [-(h-y)]y
'*’0  (1)^  n I p = 0 1
= f , lv[(p-(h-y))"]| ^  +  f 1 + f g-1
O I p>0 1 A I p = 01 A I p = 01
£  [ I V [ ( p - ( h - y ) ) ] I^;
A I p>0|
de lo cual deducimos que en cada componente conexa de A |p > 0 | te
nemos (p-(h-y)^) = constante. Sea C una componente conexa de 
A I P > 0 I , tenemos C A o ( [o , 1 ] ) 5* 0 (Lema 1.2)
(p-(h-y)) = 0  en C A cr ( [o , l] ) ,
por lo tanto
(p-(h-y)) = 0  en A |p > 0 |
y tenemos :
p £  h-y > 0  en A (p > 0 |
dado que A |p > 0| ^ 0  (en efecto, tenemos p > 0 en o([^0,l])
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por lo tanto p > 0 en un e n t o m b  de O ( |[o, l] ) ) , tenemos 
p £  h-y > 0  en w
lo que acaba la demostracion.
C o rolario II.1 . Sean (x^,y^) 6 fi, e > 0  W a > 0  tatei que 
Q = Ix. -E, X + e [ X ] y -a, y +a [ d  fi w ■iea h tal queE , 0 t - ' O  O ' - ^ - ' O  O
y^-a < h < y^+a. EntonceA toA conjuntoA:
^ h , l  "  ^ E . a  0 |  n  (R X ( h i )
y
h ,2 - <>E,a Ip - o| n (B y (h))
Ttenen un numeA.o ^tntto (resp £  n y^£n+l) de componenteA conexaA
D e m o s t r a c i o n . Vamos a d e m o s t r a r  p r i m e r o  e l  r e s u l t a d o  p a r a  I ^  ^ ; supon  
gamos que I ^  j t e n g a  mas de n c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  y s e a n  C^ p a r a  
i  6 J l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  de I ^   ^ con  c a r d  J > n ( e s  o b v i o  p o r
o t r a  p a r t e  que  J < C T W ) .  P a r a  i = l ,  . . . »  n + l  cogemos  ( x ^ , h )  G C .  y
e '  > 0 t a l  que p ( x ^ , h + E ’ ) > 0 V i = 1 , . . . , n + l , con h + E ' < y^  + a ;
e n t o n c e s  ( x ^ , h  + E ' )  G , y '*^ h + E '  P ° s e e  un max i mo de n compo­
n e n t e s  c o n e x a s ;  l u e g o  e x i s  t e n  , p o r  l o  men o s ,  2 p u n t o s  ( x  , h+E ' ) y 
( x j , h + E ' )  ( i ^ j )  en l a  misma c o m p o n e n t e  c o n e x a  de y e n t o n c e s
p o r  e l  t e o r e m a  a n t e r i o r  sabemos qu e :
p(x,y) > 0 V(x,y) G [x^,x^^ x ]-<», h + E ' [  ,
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en particular p(x,h) > 0  Vx G |^x^,x^2 Y (x ,h) , ( x ^ , h ) perten£
cen a la misma componente conexa de I^  ^ lo que contradice la hipo t£
sis hecha. Por lo tanto e 1 numéro de componentes conexas de  ^ es
£ n . Como I, „ = Pq A (R x { h } ) J  - I ,, deducimos de los anteior
^ c * (% n $ i
que 2  tiene un numéro de componentes conexas £n + 1 , lo que fina­
liza la demostracion.
Esto nos lleva a un primer resultado sobre la frontera libre;
Teorema II.4 . Sea (p,g) una Aoluctân de (P) f/ Aea F la {jfiontefia II
bfie l lg a d a  a eAta A o lu c lô n  ( I . e .  F = (|p > o | -  | p > o | )  0  0)  ; Aea 
'b l a  i^uncldn d e ^ ln ld a  en poA:
Sup {y / (x,y) 6  fi, p(x,y) > 0} Al eAte conjunto no eAld vaclo 
4>(x) = I . . ..
f~(x) ' en otA.0 caAo
EntonceA lenemoA:
i) F = Grafo ($) fi
ii) Vx t a l  que (x,$(x)) G fi, $ eA co n t in u a  en x; y ^ eA una 
fiuncldn m edlb le  de n^(f i )  
iii) F eA un c o n ju n to  de medlda nu la
D e m o s t r a c i o n . El teorema 1.5 nos permite limitarnos al caso en que
(p,g) es una so lue ion S ^ -conexa de (P). i) Sea x tal que
(x,4>(x)) G fi, tenemos p ( x , $ (x) ) = 0 y existe una suces ion ^^n^nGB
con e > 0  y e tiende a 0  cuando n tiende a «> tal que
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(x,$(x)-E^) 6  fi y p(x,$(x)-E^) > 0; luego tenemos:
Grafo ( $ ) n  n <r F
Demostramos ahora la inclusion inversa: sea ( x ^ ,y^) G F, y supongamos
que y^ f $(x^); entonces tenemos y^ > $(x^) dado que:
1 ) 5*(x^) = f (x^) en cual caso obviamente y^ > 4>(x^)
6
2) 4>(x^) = sup (y / (x^,y) G fi y p ( x ^ , y ) > 0} en cual caso, si
y^ fuese <$(x^) tendrîamos (lema 1 .2 ) p(x^,y^) > 0  y por
lo tanto ( x ^ ,y ^ ) 0 F lo que es contradictorio con la hipotesis
Dado que ( x ^ ,y ^ ) G F existe una sucesiôn ÏGR* con
^*i ' ^ i^ G |p > 0| y Xj x^ Vi G U*, por de f in i c ion de F
que converge hacia ( x ^ ,y ^ ). Podemos considérât 6  bien que x^ < x^
Vi, 6  bien que x^ > x^ Vi; siendo idêntico e 1 tratamiento de ambos 
casos, nos limitaremos a estudiar el.primero: x^ < x^ Vi. Para todo
y G ^ $(x^) , la suces ion (x ^ , min (y , y ) ) G |p > o| (por lo menos a
partir de cierto i suficientemente grande) y converge hacia (x^,y); 
por lo tanto (x^,y) G F dado que ademas p(x^,y) = 0 (por la d e f i n i ­
tion de 0 ), y tenemos:
{x^} y |$(Xg^,y^| C  F
Por otra parte, existe e > 0  tal que Q = (1 x - e , x +e F xo Eg 4 o o p o L
]) y ^ - E ^ , y^+E^ [) Cfi, y podemos escoger e ^ de forma que y^-E^ £  $(x^)
Sea entonces y, tal que y > y > y -E , tenemos:
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a) (x^,y) G F ( ( x ^  , min (y ^ , y ) ) -> (x^,y) con x^ supuesto <x^),
b) el numéro de component es conexas de A |p > 0 1 A (R x {y})
o
e s < n ;
de a) y b) deducimos que existe e > 0  tal que 
]xo-G, x ^ [  X {y} ^  |p > 0 |;
y por lo tanto,
(Jx q -E, x ^ X ]-oo,y]) n fi d  |p > o| 
escogiendo entonces, G suficientemente pequenos tenemos:
]xo-C' ^ l^o-c, Y o l ^  lp ^ o|
y
{x^} X ]y^-E, y^ [ d  I p = 0 1 ^o que entra en contradic_ 
ciôn con el lema 1.5, de lo cual deducimos y^ = <J>(x^ ) y:
F ^ G r â f o ( $ )  fi, 
lo que sumado a la primera inclusion d a :
F = Grafo (4>) H fi.
ii) Sea x G n^(fi) tal que ( x ,$ ( x ) ) G fi (por lo anterior 
( x, # ( x ) )  6  F) y sea (x ^ )  ^^ ^ una suces ion de puntos que podemos supo­
ne r de Tr^(fi), tal que  ^* i ^ i gg tierida a x, cuando i tiende a <»;
suponemos los x^ suficientemente prôximos a x para que los 
(x^,4>(x^)) G fi. Supongamos entonces que 4>(x^) no tiende a $(x) cuan 
do i tiende a <» i.e. 3 e  > 0  tal que VN G B 3  i > N tal que 
|$(x^) - $(x)| > E ; esto implica la existencia de una subsuces ion
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(x. ). de (x.) tal que |$(x. ) - $(x)| > e Vk 6  H con %. x
ik kGB 1 ik
cuando k pero como $(x. ) esta acotado al ser fi un ah le r to
^k
acotado, existe una subsucesiôn (x^  ^• cia tal que (x£ )._ tienda
kj J k j J
hacia x cuando j y 4>(x- ) tienda hacia un limite t cuando
kj
j con 1 ( x) I £  E i.e. t ^ $(x); se presentan entonces 2 ca­
sos :
1 ) t < $(x); en este caso podemos escoger y tal que £. < y < $(x);
por lo tanto (x,y) G |p > 0| y por el teorema 2.6 existe
e' > 0  tal que el conjunto
, = ] X-E ' , X+E ' [ X^-œ, y+E ' [ fi d  I p > 0 1 ,
por lo tanto también
B ( ( x , £ )  , e ’ ) n fi d  c , d  | p > 0 |
lo que es obviamente contradictorio con ( x , $(x^' ) + (x,£) dado
que p(x£ , $(xj )) G |p = 0| 
-i kj
kj "kj
2 ) t>  $(x); entonces para todo y tal que £ >  y > 4>(x) tendrîa­
mos p ( x , y ) = 0  y (x- , min(4>(x- ) - •E-,y)) (x,y) cuan-
kj ^ "kj :
do j + oo siendo Ej una sucesion que tiende a 0  cuando
j ->■ oo; como (x. , min ($ ( x . ) - E-,y)) G [p > 0( por lo menas
kj "kj J
a partir de cierta j, deducimos que (x,y) G F siendo (x,y) 4 
4 (x,4’(x)) lo que es imposible como se ha demostrado en i).
Tenemos entonces $(x^) ->• 4>(x) cuando i œ para toda sucesiôn 
(Xi>iGN tal que x^ + x cuando i -»■ <” ; $ es entonces continua en x
para todo x G tt (fi) tal que ( x , $ (x) ) G fi. Por otra parte, $ es mj?
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d i b l e  c o m o  c o n s e c u e n c i a  del t e o r e m a  I . 2 .iii) y de l  lema I.l.
Por fin  iii) se d e d u c e  f a c i l m e n t e  de i) y de ii), lo que a c a b a  la 
d e m o s t r a c i o n .
N o t a  II.3 . S e r î a  i n t e r e s a n t e  e s t u d i a r  la a p l i c a b i l i d a d  de los r e s u l t a d o s  
G K i n d e r  l e h r e r  y M i r e  mb erg |4 5 | a c e r c a  de la ana 1 it i c i dad de la f r o n t e  
ra l i b r e  F.
11 .2 . - U n i c i d a d de la so lue S ^ - c o n e x a  - C o m p a r a c i ô n  de s o l u c i o n e s
En e st e  a p a r t a d o  v a m o s  a d e m o s t r a r  la u n i c i d a d  de la s o l u c i ô n  
S g - c o n e x a ; es a  s o l u c i ô n  S 3 - c o n e x a  s e r a  e n t o n c e s  la s o l u c i ô n  m i n i m a l  
del p r o b l e m a  (P). N o s  s i t u a m o s  en las h i p ô t e s i s  de los a p a r t a d o s  ( 1) y
(2) de l p r i m e r  c a p î t u l o .
D e m o s t r a r e m o s  p r i m e r o  un r e s u l t a d o  c o n c e r n i e n t e  a g:
Teorema II.5 . Sea (p,g) una Aoluclôn de (P), entonceA tenemoA:
g = y( 1 P > 0 | )
D e m o  s t rac i ô n . S a b e m o s  que g = 1 en |p > 0 |, y que la f r o n t e r a  l i b r e  
F de Ip > 0 1 es de med id a nul a , por lo t an t o no s q u e d a  por d e m o s t r a r
que g =0  en fi - | p > o| . P o d e m o s  r e c u b r i r  fi - | p > o| po r u n a  reunion
n u m e r a b l e  de c u b o s  j C  fi - |p > o| de la form a
Qi.j = C^i’ ^i + j e  [yi* y^ + j [  , j G B'
s i e n d o  (x .,y .) una s u c e s i ô n  de p u n t o s  de f i - | p  > 0 | ; e n t o n c e s  o ^i6 B
viamente
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j C  = ( [ x^,  + j ]  X [ y^,  +»[ )  n fi c  I p = o|
y ([x^, X. + X [ y ., +oo[) n S 3 = 0
p o r  lo tan to,  a p l i c a n d o  el le m a  1 .4 :
0 2  (p + g )  = g £  0 da do  qu e g £  0
h. ^ h.
l u e g o  t e n e m o s :
'Zi.j " i . j
g = 0, y e n t o n c e s  g = 0 en cas i  to d o p u n t o  de Z . .,
por  lo tan t o
g = 0 en c a s i  to d o  p u n t o  de U _ Z. .
(i,j) 6 B
f i -  |p > 0 | C .  U Z
(i,j) SB'^
lo c u a l  i m p l i c a :
g = 0 en c a s i  todo  p u n t o  de fi - |p > 0|,
lo que a c a b a  la d e m o s t r a c i o n .
V a m o s  a c o n s i d e r a r  a h o r a  do s  p r o b l e m a s  del ti p o  de ( P ) , con d a t o s
en el b o r d e  d i s t i n t o s  co n  el fin de c o m p a r e r  las s o l u c i o n e s  S 3 - c o n e x a s
de a m b o s . P a r a  i = l , 2 , t e n e m o s :
Encontrar un par (p^,g^^) 6 x L  (fi) tal que
(P.)
(i) Pj £  0 en casi todo punto de fi, p^ = en U S3 (<J>£=0 ei
+ 4 )
(ii) g^(x,y) 6 sign (p^^x,y)) en casi todo punto de fi
(iii) I  (Vp^ VÇ+g^Ç^) < 0 V€ 6 H^(fi), Ç =0 en S3, K > 0 en sj;
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i en d o (S^, S^, S 3) y (Sj, S^, S3) dos p a r t i c i o n e s  de S en las que
el s u b c o n j u n t o  Sj^  es c o n s t a n t e .  S u p o n e m o s ,  a d e m a s , que
4  =  4
y
•t*! 1  * 2
e s t a n d o  las (J>^  d e f i n i d a s  de la m i s m a  f o r m a  que lo era a n t e r i o r m e n t e  la 
f une iôn (J), es dec i r :
(l)^(x,y) = (h^ k - y ) ^  en c a d a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  S3 k de S3.
T a m b i é n  co n s  i d e r a r e m o s  qu e (p ^»g j) y ( p ^ ,g 2 ) son s o l u c i o n e s  
S 3 - c o n e x a s  r e s p e c t i v a m e n t e  de (P^) y de (P2) y d é s i g n â m e s  po r $ ^ y 
4>2 las f u n c i o n e s  m e d i b l e s  d e f i n i d a s  en ïï^(fi) por:
4>. ( X ) =
Sup {y / (x,y) G fi y P^(x,y) > 0 } si es t e  c o n j u n t o
es n o - v a c  i o
f (x) en o t r o  cas o  
p ar a  i= l ,2  y po r  la f u n c i o n  m e d  ib 1 e d ef in id a por
4>^(x) = m i n  (<J>j(x), $2 (x) )
Por fin, d e f i n i m o s  el par ^ H^(fi) x l  (fi) por:
Pm = m i n  ( p j , P 2 > ,  g^ = m i n  ( g ^ ,g 2 ) = Y ( | p j > 0| 0 |Pg > 0|) en
c a s i  tod o pu nt o.
T e n e m o s  e n t o n c e s  el s i g u i e n t e  l e m a :
L e m a  II.1. Con taA notaclonzA antealofieA, paaa todo Ç G H^(fi) c(f i )
tal que Ç > 0, tenemoA:
4 s
L  Ç (x , $ 2 ( x ) ) dx ,
é l e n d o  D2 = {x 6 n^(fi) / O^f x ) > $ ^ ( x ) }.
D e m o s t r a c i o n . A n t e s  de e n t r a r  en la d e m o s t r a c i o n  no t em o s que d a d o  que 
$2 y son f u n c i o n e s  m e d i b l e s ,  el c o n j u n t o  Dg es t a m b i é n  m e d i b l e
y po r t a n t o  el s e g u n d o  t é r m i n o  de la d e s  i g u a l d a d  t i en e s e n t i d o .
Sea, e n t o n c e s ,  p a r a  e > 0 , la f u n c i o n
C = m i n  ( P2“ P„,» ^ 5 ) ;
t e n e m o s  Ç 6 H^(fi), Ç = 0 en S^ W S 3 p a r a  i = l , 2 ; po r o t r a  p a r t e  
C £  0 d a d o  que p ^ - p ^  > 0 y qu e Ç £  0 . T e n e m o s  e n t o n c e s :
0 = I Vp. VÇ + I g. Ç pa r a  i=l ,2;
-'fi ■’fi ^ ^ V  -
y po r  lo t a n t o  ^
0 = 1 V(p2~p j) .V(min(p2-p^, e Ç)) + | (g2“ gi) (min(p2-p^^. e Ç))
0  = 1 V ( p 2 -p^) -V(P 2 -P^) + (P 2 - P m \ )  +
lP 2 ~Pm <
+ G J (V(p2"Pi)VÇ + (g2-8i)Çy)
|P 2 “ Pm > E Ç|
0 - I (|V(P2-Pm) I ^  + (B2-Bm)(P2-Pm\) +
|P2-Pm ^ ESI
+  ^  j  ( ^ ( P 2 - P m > ^ ^  +  ( B 2 - K m ) ^ y )
|p2 - P m >  eÇ|
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dado que | Pg-P^ > 0\cZ Ip^ = P^| Y IP 2 "Pm ^ ^ <ÔZ I P 2 "Pm ^ °l Y 
que gj = g^ en casi todo punto de |p ^ = p^| . De esta ultima igualdad
deduc imos
0  = 1^ V ( p 2 ~Pj„.V(iHin(p2 -Pjj,, e Ç) + |^ (g 2 "g^) (min (p 2 "P^ , g Ç ) ) ^
=  I  | V ( P 2 - P m ) | ^  -  f  ( g 2 - « m ) ( ( P 2 - P m  +
|P2-Pm:^Sl "
+ e| i^(P 2 -Pm)'^^ + ^ j _ ( B 2 -Km)^y
^ 2 ^ m > c S j
lo cual implica:
V(P2-P^) .VÇ + I (gg-Bm)^
Ip 2 - P m - U
£ ^ ® 2 -®m>^y = ~I \ l^(P 2 -Pm)l 
|P2 -Pml^ Ç|
y por lo tanto:
IPz-Pm^^^l
Dado que
0  en 1p^ >.Oj (dado que entonces P 2 > 0  y g2 = g^ = 1 )
1 en |p2 > 0 |. n  |P^ = 0 |
0  en 1p 2 = 0 |
la desigualdad anterior es équivalente a
8 2  - ®m =
-• 5 0
( 1 3 )  I  ' ' < P 2 - P „ > - ' ' «  +  f < 8 2 - « n , > S  i  1
|P2^^I ^ |Pm"°l
El segundo termino de esta desigualdad se puede acotar p o r : 
Pg + f P 2 ^x, $ 2  (x) ) 3.
P 2 ^ o I n  Ip„=o| 2
(Ç(x, $ 2  (x) ) -    ) dx
C(x, $ 2 (x))dx
2
(Integrando primero en un conjunto mas pequeno que | P 2 ^ 0 1 | p^ =o|
P 2 +
en el que (Ç - es a b s o 1 utamente continua).
De la anterior desigualdad y de (13) deducimos entonces:
j ^ ^ ( P 2 -Pm)'^^ - Y ( | P 2 - P m  +  j ^ ( « 2 - B m ) ^ y  -
£  I C ( x , $ 2 (x))dx 
^1>2
y pasando a 1 limite cuando E tiende a 0 tenemos:
| ^ V ( p 2 - P m )  - ^ Ç - Y (  I P 2 - P ^  > 0| ) +  (82- 8m ) Ç y  1  5 ( x ,  $ 2 ( x )  ) d x ,
lo que es équivalente a:
f ^ ( P 2 - P m -  f ( « 2 - B m ) ^ y  ^  f '^2^ ’' ^ ^ * ^ ’'’Q •'d^
dado que V (P 2 "Pm^ 0  en casi todo punto de I Pz Pm ~ I ’ 1 ° quie
acaba la demostracion.
El lema siguiente nos aporta mas datos sobre ^Pn,’8 ^)*
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Lema II.2 . Con IcLA notaclonei antefilofizA , ( p ^ , g^) e.A Aotuclân de (P 2 )
y ( P x ' 8^) Aoluclôn de ( P ^ ) , Alendo
Pm " M a x ( p j , p 2 ), g^ = M a x ( g j , g 2 );
adetndA lenemoA:
I  ,P2 V£ + I  e ,  Ï  = f vp„ V£ + I  g„ Ç, V£ « h ' ( « )
i  '  i  ^\}y ' i ( y (fi)
D em o s t r a c i o n . Supongamos primero, que Ç 6  C (fi) y que Ç > 0 y sean:
A = | p j > O l  n |P 2 > 0 | = | P n , ^ 0 |
y para todo 6  > 0
Œg(x,y) = (1 - d ( ( x ,y ), A) / 6 )^
siendo d ((x ,y , A) la distancia de ( x ,y ) al conjunto A; es
1 ipschitziana y por lo tanto a ^ 6  H ^ (fi) y también ^ 6  H^(fi); sea
entonces la funcion (I - a g)C 6  (fi), (I - a ^ ) Ç  = 0 en S 3 dado
2 ' 2 
que S 3 C  A, y (1 - a ^ ) Ç  £  0 en S ^  dado que (1 - a ^ ) Ç  £  0 en fi;
tenemos e n t o n c e s :
)jj ''<P2-P„> •’ Ll <82-8»>Co  -=«)(]y
- ’P2 •’Co  -«;)(] + 82 Co -o«>î)y i °
dado que 1 - a g = 0 en A CI fi y p^ = = 0 en fi-A. Deducimos et»
tonces que:
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(14) 9 ( p 2 - p J V 5  + | ^ ( g 2 - g j g y
= |^'7(p2-p^) .V(ag .£) + (g2"^m^ ("6 + j ^ V ( p 2-p^) .V((l-ag)l:) +
+ I (g2-g„)((l - a g ) U y  £  j ^ V ( P 2- P m )-^(«6 + |^ ( &m> (“6 ' ^  > y
Dado que OgÇ G (fi) C(fi) y que a Ç £  0, podemos aplicar el lema 
II.I y t e n e m o s :
| ^ V ( p 2-Pj|j) .V(ag U  + j  (g2~g^)(ag E)y £  | a (x , $2 (x) ) Ç (x , $2 (*) )
De la igualdad anterior y de (14) deducimos:
I V(p2-p^).Vf; + I (g2-8„,)*Çy £  I a^(x,$2(x)) ,f;(x,$2(x)) •
Haciendo tender 6 hacia 0 por el teorema de la convergencia de 
Lebesgue obtenemos:
(15) | ^ V ( P 2 -P„) .VÇ + (g 2 - 8 „)Çy < 0 VÇ G C” (fi), Ç > 0
dado que x G ^  implica $ 2 (x) > $^(x) y por lo tanto (x, $ 2 (%)) G 
G fi-A y « g ( x , $ 2 (x)) tiende a 0 cuando 6 tiende a 0.
Sea ahora, Ç G C (fi), (ya no suponemos que Ç £  0), y sean
M = Max Ç y m = m£n Ç; entonces tenemos M-Ç £  0 y Ç-m £  0 y 
H  fi
por lo tanto aplicando (15):
0 £  I V ( p 2 ~ p ^ ) .V(M-Ç) + f (g 2 - 8 ^)(M-Ç) = - [  V ( p 2 -p^)VÇ -
' ' f i  I f i  - ' f i
- (8 2 - 8 ^)Cy = - | ^ V ( p 2 -p^)V(Ç-m) - |^ ( 8 2 - 8 „>( Ç-m ) y > 0
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de lo cual deducimos;
(16) J V ( p 2 - P ^ ) + j (S 2 “ ®m^^y “ ® VÇ 6  C (fi) y por lo
tanto, por densidad, VÇ G H ^ (fi) .
Tenemos entonces:
f  V P 2 VÇ +  f  8 2  Çy =  f  VP„ VÇ + f  g„ Ç VÇ G H^fi) ,
Jo Ifi Ifi Yfi
1 2 2
en particular si Ç G H (fi) y Ç = 0 en S ^ , Ç £  0 en tendremos
I  + j / .  S  ■ ’ î + I, «2 (y i °;
por otra parte, los otros requis i tos para que (Pm'^m^ sea soluciôn de 
(P 2 ) son obvio s de’ comprobar y por lo tanto ( P m ’^m^ Gs soluciôn de
(P 2 ) •
Por otra parte, por définie iôn de (Pm ’^ M ^ ’ tenemos:
Pm = Pi + P 2 - P m  y «M " « 1  + g
y por lo tanto VÇ G H ^ (fi) tenemos
I / ’" ’ 5 + l / M  (y - l / ’ l + 1^8, (y + f / " > 2 - ' > . > ’ « +
y aplicando (16) tenemos
f  ^PM 9 S +  f  S M ^ y -  I  ^Pl 9 S +  f  8 1  5y VC 6  p\fi)
ifi ifi y -'fi )fi y
lo cual, de la misma forma que anter iormente para ( P^ ^^ , g^) , nos perm£ 
te concluir que ( p ^ , g^ )^ es soluciôn de (P ^ ) . (Los demas requisites
5 4
para ello son obvios de comprobar), lo que acaba la demostracion. 
Estamos ahora en medida de demostrar el siguiente resultado: 
Teorema 11.6. ExlAtt una dnlca Aoluclôn S^-conexa de ( P ) .
D e m o s t r a c i o n . Sean (Pjtg^) y (P 2 «8 2  ^ ^ soluciones S^-conexas de
(P), aplicamos el lema II.2 (aquî ^ 2  ~ ^2 ' ^ 2 ’ = 8 3  = S 3 ,
1 w
(|)l = (|)2 ~ ; el par 'Pm* 8 ^) G H (fi) x l (0) , definido por:
Pm ° (P 1 .P 2 ). 8 „ = min (8 ^, 8 ^)
es entonces soluciôn de (P). Désignâmes por (Pq « 8 ^) la soluciôn 
S 3 -conexa correspondiente a ( p ^ ,g ^ ) « Por el lema II.2 y el teorema 
1 . 5
y ■ °
VE G (0)
en particular, t e n e m o s :
(17) L ^ ( P i - P o > - ^ P o  + L ( 8 i- 8 „)(p„)y = 0
'fi
y por otra parte, dado que (p ^ ,g^) es soluciôn y que P^'P^ ~ G en 
S^ U S 3 tenemos:
(18) I^Vp^ ^(Pi-Po) + j^Bo(Pi-Po)
Restando (17) de (18) obtenemos:
(19) 8 „(Pi-p„)y = 0
= 0
y
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Sea entonces Ç = p^-p^+y, tenemos 
0  = V(p.-p^+y) + (®i" 8 o^ (Pi"Po'’’y \
0  =  j ^ | V ( p . - p ^ ) | ^  +  | ^ ( p . i - P o ) y  +  j ^ ( 8 i - 8 o ) ( P i - P o ) y  +  | ^ ( 8 i - « o ) :
utilizando (19) y g^-g^ = (g^^g^)^ ob t e n e m o s :
0 = |V(P--P^)|^ + 2 (gi-8o)(Pi-Po^y +
4==^
(2 0 ) G = I |V(p^-p^) + (g^-g^).el^
donde e^ es el vector (0,1). De (20) deducimos entonces que:
(i) (Pi“Po^x ~ ^ en fi
(2 1 ) (ii) (Pi“ Po^y - ^ en | p^ > 0 1
(iii) (P£-Po)y = (Pi)y =-l en jp^ > 0 [ H |p^ = o | .
Dado que ( P ^ , g^ ) es S^-conexa, de (21) (i) y (21) (ii) deduci.
mos que
Pi = Po en Ip^ > 0 | 
y dado que p^ es también S^-conexa el conjunto |P^"Pg ^  0 1 esta va
cîo de lo contrario serîa una componente conexa de |p^ > 0 | cuyo cie-
rre obviamente no contiene puntos de S ^ . Tenemos entonces:
(P^.g^) = ( P o ’Bq^ ° (P 2 '« 2 ^
lo que acaba la demostracion.
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Nota II.4. El teorema 1.5 nos permite deducir entonces que la unica s£ 
lue iôn Sg-conexa de (P) es a su vez soluciôn minimal de (P) (en 
el sentido de que minimiza cualquier otra soluciôn de (P)),
Nota II.5. Como lo mues t ra el ejemplo 1.1 de la Nota 1.4, no se puede prêt en 
der, en el caso general, mejorar el resultado del teorema I I . 6 s in e m ­
bargo, con alguna hipôtesis suplementaria sobre fi y S se puede d e ­
mostrar la S 3 -conexidad de toda soluciôn de ( P ) , lo que équivale a la 
unicidad. (Este es el objeto de la secciôn II.3).
Para terminar con esta secciôn, vamos a ver a cont inuac iôn un teo 
rema de comparac iôn entre la soluciôn S^-conexa de (P ^ ), y la de (P^):
Teorema II.7 . Con lai notaclonci e hlpôteili antenlofiei iobxe (P^ ) y 
4.C (pj^.gji) £4 la ioluclôn S^-conexa de (P^) paaa i = l, 2 , 
tenemoi:
Pi 2  P 2 ' 2 . 8 2  ^ '
D e m o s t r a c i ô n . En efecto, dado el lema 11.2, el par (p^,g^) definido 
por
Pg, = min (p^ ,Pg) y = min (g^ ,gg)
es soluciôn de (P 2 ); pero dado que (P 2 >8 2  ^ es la soluciôn S^-cone- 
x a , y por lo tanto minimal de (P 2 ) deducimos que ( P g , @ 2  ^ ~ ( P ^ '8 ^^ 
con lo cual
Pi > P 2 y 8 1  1  8 2
lo que -acaba la demostraciôn.
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I T. 3. Estudio de la S ^-con e x i d a d . U n i c i d a d .
Nos 1 imitaremos en esta seccion al estudio de dos casos. Primero 
veremos e 1 caso en que S^ es conexo y luego el caso en que S^ posee 
dos componentes conexas. Estos dos casos resultan los mas interesantes 
en la medida en que son los casos contemplados por la m a y o r la de los 
au t o r e s , en particular | 2 | , |7 | , |19
Para este estudio local izaremos S ^ (la parte impermeable del bo_r 
de de 0 ) en el "fondo" del dique, es decir, si Ix^.x^l = y
si (x^,y^) y (*2'^ 2 ^ son 2 puntos de S, entonces:
(Hg,) S ^ = {(x,y) 6  S / 3  y ' > y tal que (x , y ' ) G ü}
U {(x^,y) G S / y. < y^^} U { ( % 2  ' ^  ® S / y < y^)
3.1,. Caso en que S^ es conexo
Supondremos en toda esta parte que llamamos h la
altura del agua "sobre" S^, es decir: (})(x,y) = h^-y V(x,y) G S^,
y sean a^,b^ 2 reales taies que a ^ _< b ^ y
Cai’bj] =
Hacemos ahora las siguientes hipôtesis:
(H 3 ) (y-y ' ) . (x-x ' ) £  0 V(x,y) G S ^ , V(x',y*) G S ^ taies que
X ^  a ^ y x' £  a ^ ; esto significa que S  ^n j - ™ ,  a ^ ^ x p  es
un grafo decreciente ( 6  eventualmente v a c i o ) .
(H^) V(x,y) 6  S , tenemos ^6 ([x^,x] x{y}) 0 (1)
Si r) ([^ x , X 2] xE) es un grafo creciente (2 )I:
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Désignâmes entonces por t y x^ . a los siguientes numéros reales: 
t = S u p { y / ( x , y ) G S ^  siendo y (x,y) cumpliendo
(22)
(H*) il)}
x^ = Inf {x / X ^  b, y (x,t) 6  5 ^}
Dado que Sj^  es un conjunto cerrado tenemos; 
(23) (x^.t) 6
S 2
In
y_i
t
_i_
Fig.4
Tenemos entonces:
berna 1 1 . 3 . S-i dz6^gnamoi poA. C al conjuntc
C = {(x,y) G n / y < t , x <  x^}, 
paA.a toda -iolactân (p,g) de,t pKoblzma (P) t^ncmo^: 
p 2. (t-y) . Y(C) 
itendo Y(C) ta ^unctân ca^acteAZ6ttca de. c.
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Demo s t rac i o n . Si C = 0 el resultado es obvio. Supondremos por lo tan- 
to C Î* 0. Podemos tambien suponer que (p,g) es la so lue ion S^-conexa 
dado que esta minora las otras. Sea entonces la funcion
Ç = -(p-(t-y)) y(C) 6
(H^) implies que Ç = 0 en S ^  (dado que (b^.hj) G S ^  tenemos
t < hj) y que Ç = 0 en S ^ ; por c o n s i g n iente tenemos:
0 = 1  Vp V [- (p- ( t-y ) ) ] + I g [-p ( - ( t-y ) ) ]
■'c ^
= [ IV[(p-(t - y )) ] I^ + [ (g + (t-y) ) [-( p -(t-y)) 1
'’c ''c  ^ ^
= [ I V [ ( p -(t-y)) ] I“ + [ (g- 1 ) [-(p-(t-y)) ]
-'c -'c ^
y dado que g = y ( |p > 0 |) tenemos
0 = [ | v [ ( p - ( t - y ) ) ” ]  I  ^ [ 1
C C I p = 0 1
= I I V [(p-(t - y )) ] I^ + 1  1 - I 1
C  I p > o  I C  n  I p = o  I c  n  | p  =  n  |
= [ I V [(p- ( t - y )  ) ] I^ = [ I V [(p- ( t - y ) ) 1 I ^
^ I P>0 I I x<Xj. I
dado que en |p > 0| n (|x < C) tenemos:
(p - ( t - y ) ) = G .
Dado que (p,g) es la s olue ion S^-conexa, el lema 1.2 nos permit! 
deducir que |p > 0 | n j x  < x^| es conexo y por lo tanto de lo anterior 
deduc imos que
(p - (t-y)) = constante en | P > 0 1 |x < x^|;
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como S g <C Ip > 0 | n | x  < , (p - (t-y)) es continue hasta y
(p - (t-y)) = 0  en (dado que t ^  h^), deduc imos que
(p - (t-y))' = 0  en jp > oj O |x < x^j
lo que implica:
p >_ (t-y) y (C) en Çl.
Nota . Esta claro que se puede debilitar la hipôtesis (Hg) sustitu-
en
yendola por:
(H^) ( y - y ' ) - (x-x') < 0 V(x,y) G Sj, V ( x ' ,y ') G Sj taies que
X _< a^, X ' < a^, y ^  t e y' ^  t.
Tenemos entonces el primer resultado de unicidad:
Corolario II.2 . Con ZaA hZp6te6Zi anteA.ZofLZ6 y &Z ademdi y  ^
y 2 —  * 1^ ' AolucZân del paobt&ma (?) e4 dnZca. SI ademd^ t =
tonczi
p(x,y) = (hj-y)^.
D e m o s t r a c i o n . Llamaremos (p,g) a la so lue ion S^-conexa de (P) y
(p ',g ') a una soluciôn cualquiera de (P). En |p > o| tenemos:
p = p '  en |p > 0 |;
por otra parte, utilizando la notacion del 1 ema anterior tenemos
C Cl I p > 0 1 C  I p ' > 0 1 lo que implica p = p ' en C
Ahora, las hipôtesis H ^  (ô ) y H ^  as î como las hipôtesis aditi-
vas del corolario: y^ ^ 1 ® ^ 2  —  ^ 1  aseguran la monotonia de S^ pa
ra x > X j .  e y > t  y por lo tanto la inexistencia de funciones char-
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cos en fi-C de lo cual deduc imos que p = p ' en fi-C y por lo tanto
p = p • en Q
de allî la unicidad. (Ver fig. 5).
For otra parte, si t tenemos:
(R % ] - ™ , t [ )  n ^2 =
es obvio entonces comprobar que (h^-y)^ es s o l u c i ô n , lo que acaba la 
demo s t rac i o n .
'-yo
ai
Fig.5
T eorema If.8 . Con la4 klpâtz^li dct Le.ma 11.3 y llamando al nilmeAo
Kzat‘-
= Sup {X / 3  (x,y) G S ^ con (|x ^ ,x| x{y})0 S g ^ 0) :
e.ntonc.e6 pan.a t o d o (x,y) G s ^, 6le.ndo > x ^  b^, um pun-Co
(x.y"") c/e Q, t a l  q u a  p(x,y') > 0 , i t c n d o  (p,g) u n a  6 o l u c t â n  de. (?) 
( ve/c . 4 ij S] .
- 6 1
D e m o s t r a c i o n . Es suficiente demostrar el teorema para la soluciôn S^- 
conexa, supondremos, por lo tanto, que (p,g) es esa soluciôn.
Désignâmes por a la proyecciôn x^(|p > o | )  y s w ponemos
z 2 < Xg (por otra parte el Lema 1.5 asegura que b^ < z^). L l a m a m o s  
y e 2  a los siguientes numéros;
y = Sup {y / ( % 2 ,y) G fi}
2  = Inf {y / (z 2 ,y) G 0}
tenemos en particular (z^,y) G S^, (Z 2 ,2 ) G y ([xj.Zjl = 0
por lo tanto existe h tal que y > h > 2  Y que ( [x ^ , z 2^ x{h}) ni ? 2  = 0 ; 
(basta con coger h = 2  d ( [x ^ , Z 2 I ^ S^). Sea, entonces a la furi
c i ô n d e f i n i d a  por:
a(x,y) =
I si X £  z 2
^  (z 2 ~x) si % 2  £  X £  Z 2 + E
0  si X > z„ + e
donde E es tal que B ( ( z 2 ,h),E)Cl 12; considérâmes la f une ion 
Ç = (p-(h-y)) . a 6  (Î2) ; Ç = 0 en S g dada la definiciôn de a y
dado el hecho que [x ^ , z % {h} Z 2 = $; y Ç = 0  en dado que
([xj , Zg] X {h }) n S 2 = 0  inplica h < h ^ ; por lo tanto tenemos :
^ -L ^ -a] + I g [-(p-(h-y)^) ~a] y
~ Vp . V [^-(p-(h -y ) ) ] + I g [_- (g- (h-y) ) ] ^  dado que P = g = 0 
para x £  z g . Luego tenemos:
- 63
0 = [ Vp.v[-(p-(h-y) ) ] + [ g [- ( - ( h - y ) ) ]
-’S2 ^
= I |v[(p-(h-y))]|^+ I (g+(h-y) ) [- (p- (h-y ) ) ]
= [ I V [ ( p - ( h - y ) ) ] | ^  + [ (g-1) [ - ( p - ( h - y )) ]
- j  |v[(p-(h-y)) + j 1 d a d o  que g=l e n | p > 0 |
^ IP= 0 I0  Iy<hI
= f |v[(p-(h-y))“J 1^ + f . . (- 1 ) + f . , , ( 1 )
I I |p = 0 !<l|y<h| ^Mp = 0 | n | y < h |
I p>n I
= [ I V [ ( p - ( h - y  ) ) ] I ^  ;
) I p>oI
de lo cual deducimos que (p(h-y)) es constante en |p > 0 | (recorde- 
tnos que |p > 0| es conexo). Supongamos que (p-(h-y) ) = c > 0 en
I p >  0  I , (înt onces p- (h-y) - -c en | p >  o |  es decir p = h - c - y  en 
Ip > 0|, y por continuidad en S^, lo cual es imposible dado que 
h-c < h < h ^ , por lo tanto tenemos (p-(h-y)) = 0 lo que implica:
p' 2  ( h - y ) ^  en l p > o | ;
en p a r t i c u l a r ,  por c o n t i n u i d a d  t e n e m o s :
p > (h - y )^ en (( 2 2 ) * R ) ^  0 ,
lo c u a l  es i m p o s i b l e ,  lo qu e  nos p e r m i t e  d e d u c i r  que ^2 —  *0 ^ por lo
t a n t o  c o n c l u i r  est a  d e m o s t r a c i o n .
C o rolar ]' o TI. 3. Con lai del teoAema 11.8 el pHoblema (?) tlene
una ânlca ioluclân.
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Demo s t rac i o n . Este resultado es consecuencia inmediata del teorema IT, 
y de las hipôtesis (H^) que prohibe la existencia de "charcos" en
0  n l^Xj,aj3  X R  y (H^) que prohibe la existencia de "charcos" en
12 n [x^ ' * 2 ! ^ ^  -
Nota II.7 . Al igual que en el lema II.3, podemos sustituir (H^) por (H^)
3.2. Caso en que S^ posee 2 componentes conexas
Suponemos en esta parte que y ^ , llamamos h^ (resp.
h 2 ) la altura del agua "sobre"  ^ (resp. es decir $ (x,y) «
= hj-y V(x,y) G i» (p(x,y) = hg-y V(x,y) G ^ ; siendo h^
y sean:
[ a i . b j  = tt^(S3 j) y '■
con < a^ < < a^ < b^ <
Ademâs, suponemos. ciertas las hipôtesis (H^) para i=l,2,3,4. 
( V e r f i g . 6 ).
4
X 2
Fig. 6
6 5  -
Por fin, si < bj. def in imos t ' y x^, por
(24)
t ' = Sup {y / 3  (x,y) 6  S. , siendo x ^  b_ y (x,y) cum­
pliendo (H^)(l)}
x^, = Inf {x / X bg y (x,t') 6  Sj}
Dado que S ^ es cerrado tenemos (x^,,t') 6  Sj definimos enton­
ces el conjunto
C ' = { ( x ,y ) 6  fi / y < t ', x' < x < x^,}
siendo (x',t) € Sj y x' = Sup {x / (x,t) 6  S ^ , x < x^,} (ver fig.
6) .
Se tiene e n t o n c e s :
Lema II.4 . Brtjo £a4 hipâtcAli antdfLX.ofLe.6 {y 6^e.ndo C al conjunto dc^t- 
nido &n cl ipmn IT.3) tcncmoi:
p 2 (t-y)^  Y(C), y p 2 (t'-y)  ^Y(c') 6t x^  <
D emo s t rac i o n . Es idéntica a la del lema II.3 utilizando primero la fun-
c.ion Ç = -(p-(t-y)) Y(C) (notando que si t > entonces la hipôte^
sis implica que x^ < a ^ ) y luego (en el caso en que x^ < b^)
la f une ion Ç = - (p-(t '- y )) y(C').
T eorema II.9. En Za6 htpâtc*t6 antc^to^c6 cl p'ioblcma (?) ttcnc iolu- 
ccdn ûnica.
D e m o s t r a c i o n . Un razonamiento anâlogo al del teorema I I . 8  y corolario 
I I . 3 permite deducir la inexistencia de "charcos" entre x^ y a^. El
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mismo razonamiento permite tambiên demostrar la existencia de "charcos' 
entre a g y x^ de lo cual se deduce la unicidad de la soluciôn.
Nota Il.ft-. Las hipôtesis hechas aquî son razonables en la medida en que 
g e n e r a l izan los resultados y a existantes y aportan una respuestas
al p rob lema de la unicidad en los modelos genera Imen t e utilizados (| 2 | 
|1 9 |).
Nota II.9 . Es facil ver que las mismas hipôtesis permiten resolver el 
problems de la unicidad independientemente del numéro de componentes co­
nexas de S 3 . Podemos tambien utilizar a este fin el teorema de compara 
ciôn (teorema II.7) para comparât so lue iones del problems con mas o menos 
componentes conexas de S 3 .
II.4. Monotonia de la frontera libre
Generalizamos aquî, mediante tecnicas d é s a r r o i lada s en parte 
en I I . 1, los resultados de L.A. Caffarelli y G.Gilardi |2 3 | sobre la 
monotonia de la frontera libre.
Util izaremos aquî las mismas no tac iones que pi' Seccion II.3 y cori 
sideraremos que fi y S cumplen las hipôtesis enunc iadas en las sec- 
ciones anteriores excepto las hipôtesis (H 3 ), (H 3 ) y (H ^ ).
Estudiaremos en detalle dos casos: el caso en que S 3 es conexo y 
el caso en que S 3 posee 2 componentes conexas.
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El teorema 1.5 nos permite limitar este estudio a la soluciôn 
S j - c o n e x a .
A.l. Caso en que S^ es conexo
Estamos en el caso en que el agua que se filtra en îî, proviene 
de un unico embalse ^ 3 1 “ ^ 3 » utilizando la notacion anterior, llam^ 
mos h ^ la altura del agua "sobre"  ^ i.e. (j> = h^-y en S ^ .
Llamamos a ^ , b ^ a los extremos de Tr^  ( S ^  ) i.e.
[ « 1  ’
S 2 ^ (j-™,a^] [) es un grafo creciente ô es = 0
S 2 ^ ( [b J ,+<*>[^ ’< 3 h J |[) es un grafo decreciente ô es = 0
y suponemos
(H 5 )
(ver fig. 7)
aixi
Fig.7
V2
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Tenemos entonces:
Teorema II. 10. Ba/o t.a& h.ipâte.6.i6 anteA.A.oA.e.i, Aca (p,g) ta Aotactôn 
S^-conexÆ de (P) y Aza- $ d^^tntda como en cl tco^cmaiJ.A, cntonccA'-
-C) $ CA cucclcntc en n > 0 1 )
II]  ^ CA dcc^cc-Lcntc en ]b ^ A  n^(|p > o|)
D e m o s t r a c i o n . Sean x y x ' 2 puntos de ^ ,a ^ [ H n^(|p > 0 |) taies 
que X < x', y supongamos que $(x) > $ ( x '). Podemos coger h tal que 
$(x) > h > <î>(x'); dada la hipôtesis (H^) sabemos entonces que:
([x,aj 3  x{h}) A $ 2  = 0
y dado que (p,g) es S^-conexa el conjunto |p > 0| es conexo, y tenemos:
(]x',ai] x{h}) n I p > 0 1 f 0  .
Sea x" G (]x',a^j x{h}) O |p > 0|, entonces (x,h) y (x",h) pertene 
cen a siendo  ^ la unica (dado que S^ es conexo) componen-
te conexa de |p > (h-y)*^]; por otra parte,
((^x,x"] x{h}> A Sg C  ([x.a^l x{h}> A Sg = 0
aplicando el teorema (TI.3) deducimos entonces:
( [x , X "] x] -co,h [) A îî C. I p > 0| ;
luego ( x ',$(X ')) 6  |p > 0 | lo que es c o n t r a d i c t o r io, por lo tanto
O(x') >_ h para todo h < $(x) de lo cual deducimos :
$(x') ^  $(x) para todo x ' y todo x de
J-oo,aj[^ A m^(|p > 0|) taies que x ' > x.
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Un razonamiento simetrico nos permite establecer la segunda par­
te del teorema, lo que acaba la demostracion.
A d e m â s , tenemos:
Teorema 11.11. En laA hlpâtcAlA antcKlofiCA, Aca (p,g) ta Aotuctén 
Sj-comx.a, tcnemoA:
Grafo ($) n fi e4 cAtfLlctamcntc monâtono cxccpto Al p(x,y) =
= (hj-y)^ V(x,y) G (iT^  ( | p > 0|) x R) A fi.
Dem o s t r a c i o n . Supongamos que el segmente [ x ',x"J x(h) C  Grafo($) A fi
siendo x ' < x", y sea x tal que x' < x < x " ; y sea E > 0  tal
que: = B((x,h),e)<^ y B^ (B x {h}) <C. [x' ,x"J x{h). Para
toda Ç G D(B^) tenemos:
0 = [ Vp.VÇ + [ g Ç = [ Vp.VÇ + [ g Ç ;
jfi Jfi y J j y
E £
pero dado que en B ^ : g = -((h-y)^)^ (t e o r e m a 1 1 .5 ), tenemos
0  = I V p . V Ç  - I V ( ( h - y ) ^ ) . V Ç  = [ V ( p - ( h - y ) ^ ) . V Ç  VÇ G D ( B )
de lo cual deducimos:
A(p-(h-y)^) = 0  en B^ ;
y da*o que (p-(h-y)^) = 0  en B^ A |y > h| tenemos por el p r inc ip io 
del mâximo |5 1 |:
p ( x ,y ) = (h-y)^ en B^ 
y por el principle de p r o longaciôn analîtica:
P ( x ,y ) = (h-y)^ en |p > 0 |
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lo que implica obviamente h = h ^ y
p(x,y) = (h^-y)^ en > 0 | ) x R A fi
lo que acaba la demostracion.
Nota II. 10. El ejemplo de la figura 5 m u e s tra claramente que en el caso 
general no se puede prescindir de (H^) para el teorema 1 1 .1 0 .Sin em­
bargo el teorema II.3 nos permite concluir en todo caso, que si 
(x,$(x)) 6  fi entonces $ no alcanza un mînimo en x.
4.2. Caso en que S^ tiene 2 componentes conexas
U tilizando las notaciones anteriores, ^ 3  l ^ ^ 3  2 las 2
componentes conexas de S  ^ y 4>(x,y) = h^- y en S.j  ^ para i=l,2, 
siendo h  ^ ^  h g : y sean
[ai,bi] = [ « 2 ' ^ 2 ]  ° V ^ 3 ^ «  ] * 1 '* 2 C =
*1 < < 3 2  < b ^  1  % 2
(ver f i g . 8 ) .
Suponemos que se cumple (H^); tenemos entonces;
Teorema 11.12. Ba/o taA h i p â t c i l A  an tcu lof icA ,  Aca (p,g) t a  Aotac lôn  
S^-conexa de (P)  y Ata  0 dcfj-Cnlda como en et TeoAema 11.4, entonccA'-
l ]  $ CA c f iec ten te  en ] - ™ , a ^ [  A t t^( I p > o | )
I I ]  0 eA d e c r e c i e n t e  en 3l»2 , + « [ A  n ^ ( | p  > o | )  _
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III) SI |p > (h-y)^l CA conexo vh < h^, $ eA decreciente
en I b ^ .a^C
/cv) SI 3  < hg tat que |p > (h^-y)^| no Aea conexo entonce*
exlAte tat que:
а) $' -sea decreciente en "]bj,x^([n n^(|p > o| )
б) $ Aea creciente en ^ x ^ . a g C n  n^(|p > o|).
D e m o s t r a c i o n . i) Sean x y x ' pertenecientes a A n^(|p > o|)
tales que x < x', y supongamos que $(x) > 0 ( x '). Sea h tal que 
(x,h) 6 fi y $(x) > h > $(x'); tenemos entonces: p(x,h) > 0  lo que
implica (x,h) G |p > (h-y)^| , conjunto que posee un maximo de 2 compo^
nentes conexas, C , y C „ (eventualmente tendremos C, » = 0, en
h * 1 n $ z iiyZ
particular para h 2  bg). Supongamos que (x,h) G entonces
h. > h , y { ( a . , h . ) } u  C . es conexo (dado que S_ - c r C  ., tene- 
1 1 1  M , 1 J * 1 n , 1
mos tambien (a^,h^) G S^ cl y tambien conexo por arco, existe
entonces una aplicacion continua O de [o,lJ en {(a^,h^)} L)  ^ tal
que
1 ) a ( 0 ) = (x,h), 0 ( 1 ) = (a^,h^)
2 ) 3  t G ] 0, 1 tal que o(t) = ( x ' , h ’), siendo h ' < O(x') < h ;
por la continuidad de O , existe entonces x" G J x ',a^J tal que:
(x",h) G O ( l]o, l3 ) y por lo tanto (x",h) G Las hipôtesis (Hj) y
(H^) nos aseguran entonces que:
( fx,x"]l x{h}) A Sg = 0; 
lo que nos permite aplicar el teorema II.3 de lo cual deducimos:
( [x , X "] x ] -m,h[) A Ü <= I p > 0 I
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es decir (x ',$(x ')) 6  |p > 0 | lo que es c o n t r a d i c t o r i o ;‘por lo tanto
$(x) £  4>(x') lo que demuestra i) .
ii) Obviamente para' todo x 6  [b g , [ A m^(|p > 0 1 ) $(x) £  hg ,
esto es debido al teorema Il.I si hg = y a la hipôtesis si
hg < h ^ ; un razonamiento "simetrico" al anteriot nos da entonces el 
r e s u l t a d o .
iii) Si I p > (h-y ) ^  | es conexa Vh < hj^  entonces el conjunto
Ip > 0 I tambien sera conexo (basta con tomar h lo suficientemente
pequeno para que (h-y ) ^  = 0  en fi; esto es f ac t ib le dado que (2 e^
ta acotado) , por lo tanto [b ^ , a ^  Ti^( | p > 0|). Sean, entonces, x
y x' 2 puntos de ] b ^ , a 2 [ taies que x > x', y supongamos que
$(x') < $(x) y sea h tal que (x,h) G |p > 0 |, con $ ( x ’) < h <
< $(x); esto supone que (x,h) G  ^= |p > (h-y)^| y
*^ h 1 ^ {(b^ ,h^) } es tambien conexo, por lo tanto existe una aplica-
ciôn 0  continua de [o,l] en {(bj,h^)} tal que:
1 ) 0 (0 ) = ( x ,h) , 0 ( 1 ) = (b ^ ,h ^ )
2 ) 3  t G J o , l Q  tal que 0 (t) = (x ' ,h ' ) siendo h** < $ (x ' ) < h ;
lo mismo que en la demostraciôn de i ) , debido a la continuidad de a
existe x" G [b ^ ,x '[ tal que (x",h) G O ( [o, 1J ) y por lo tanto
(x",h) 6 C^  ^ las hipôtesis (H^) y (H^) nos aseguran que
( [x" ,x] X {h} ) n S 2 = 0 ;
la conclus iôn viene entonces como en i ) , aplicando el teorema I I . 3.
iv) Veamos 2 casos:
I) Si Ip > 0 I no es conexo; entonces existe
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6  j b ^ , a 2 C t «11 que para todo (x^,y) 6  Q tengamos p(x^,y) = 0 ; en
tonces por un razonamiento simetrico al de i) obtenemos la conclusion
en n^(|p > 0|) (bastara considerar aquî el caso i=l). Para
la segunda parte del resultado basta con notar que p(x,y) £  (h 2 “ y)^ pa 
ra (x,y) G fi con x £  x^, (dado que el conjunto |p > (h 2 - y )^| es un
conjunto: 6  vacîo (si h 2 = h^), o conexo (si h g < h ^ ) y por lo tanto e£
ta inc lu ido en { ( x ,y ) G fi / x £  x^}) y aplicar un razonamiento sime­
trico al de i) (c o n s iderando solo el caso i= 2 ).
2) Si I p > 0| es conexo; entonces [^ b ^ , a 2 J n^(|p > o | ) ;  y exis­
te X G ] b ^ , a 2 [ tal que $(x) £  , de lo contrario se demostrarîa fa_
cilmente que |p > (h^-y )^| es c o n e x o ; sea entonces h tal que
li^  < h < 1 1 2 » es continua en {x G ^ b ^ , a 2 / $(x) £  h } dado que en
t once s , por la hipôtesis (H^), (x,$(x)) G fi. Sea ahora la funciôn 
définida y continua* en [b ^ ,a 2 %, dada por:
(X) - I ^
X = b^
^ * min (h,#(x)) si x G ] b ^ ,a 2 [;
alcanza su mînimo en un punto de x^ G ] b ^ ,a 2 [ tal que
$^(x^) . $(x^) £  h^
y tenemos: $(x^) = Inf $(x) < h 2 .
x G ] b j , a 2 [
* (En b^ y podemos tener $(b^) < h ô $(8 2 ) < h concretamente, en el caso en
que S^ es vertical en bj ô 3 2  sin embargo existirâ e > 0  tal que en
^b^,b^+E[ y en ja 2 ~^ ’^ 2 C ^engamos $ > h).
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Sean, entonces x y x' 2 puntos de tales que x > x'
y $(x) > $(x') £ ^ ’(Xq) y sea h' tal que $(x) > h' > 't(x') con 
(x ,h ') 6  fi utilizando un razonamiento identico al de i) deducimos que 
( x ,h ') 6  |p > (h'-y)^l y (x,h') 0  ^ (de lo contrario tendrîa-
mos $(x^) £  h '), por lo tanto (x,h') 6   ^ y siguiendo el razona
miento de i) $(x') £  h ' V h ' < $(x), luego 0(x') £  $(x). Notando,
luego, que $(x) £  h^ en []x^, a^ (de lo contrario tendriamos
X G [ x ^ '^2 C y h > h 2 tales que (x,h) G |p > o] y por lo tanto 
(x,h) G |p > (h 2 .y )^I = 2 ; argumentos identicos a los utilizados
en i) nos llevarian entonces a $(x^) £  h > h 2 ) y aplicando un razo n a ­
miento identico al anterior deducimos la segunda parte de iv) lo que 
acaba la demostracion.
Nota 11.11. Es obvio que aplicando las tecnicas del teorema ILll podemos 
hallar resultados analogos; es decir, la frontera libre no puede tener 
tramos horizontales excepto si en la correspondiente componente conexa 
de Ip > 0 |, p es de la forma (h-y)^, (siendo (p,g) S^ conexa).
Nota II. 12. La eventualidad con templada en el teorema 11.12 iv) no es fic-
ticia; si considérâmes por ejemplo un abierto fi tal que:
hj = h 2 , h < hj tal que R % ] - ™ , h ^
-2 - U 2 £  3 2  > bi y S 2 ] b ^ , a 2 [ x ] h ^ [
(ver fig. 9). Entonces obviamente p no es de la forma (h ^ - y )^ en
IP > 0 1 , por lo tanto $ no es constante en ] b ^ , a 2 [ y dado que
P £  (hj-y)^, tendremos $ < h^ en ] b ^ , a 2 [ y 1im *(x) = h ^ , por
X -► 32
lo tanto existirâ un mînimo de $ en ] b ^ ,a 2 [.
75
lu
XI ai
_ yz
Fig. 8
ai xo
Fig. 9
- 76 -
Nota 1 1 . 1 3 . Los resultados anteriores pueden g e n e r a l izarse al caso en que 
S 2 tiene n component es conexas dado que las técnicas anteriores estan 
basadas en el teorema I I . 3 en el que no se contempla un numéro concreto 
de component es conexas de S ^ .
Nota 1 1 . 1 4 . En relation con la frontera libre, quedan abiertos algunos 
problemas interesantes. Aparté del va citado en la nota II.3, apuntamos 
aquî como problems abierto, el generalizar los resultados de Baiocchi 
I7 I y de Cryer |30| sobre la convexidad de la frontera libre.
CAPITULO I I I :  existencia de solucion y de la
FRONTERA LIBRE PARA UN PROBLEMA 
GENERALIZADO
- 7S -
El obj eto de este capitule es de generalizar algunos resultados del 
problema del dique. Nos centraremos en la c o n s ideracion de dos a s p e c- 
tes del problema: por una., parte la existencia de soluciones, y por otra 
parte la existencia de una frontera libre.
Consideremos un abierto conexo y acotado 0 de R  N ^  2, de
frontera S 1 i p s c h i t z i a n a . Definamos 3 subconjuntos de S : S ^ , S ^
3 «
taies que y S. = S, que S . O S . = 0  si i 0 j v que S_ U S _ ^ 0.
i^l 1 1 J Z J
Designemos por (j) a una funciôn lipschitziana de en R; tal
que <j» ^  0 en S7, y 0 •= 0 en S ^ , por 6  a un operador maximal mo^  
nôtono de R  (ver definiciôn a .1), por la aproximaciôn Yosida de
6  (X > 0 ) (ver definiciôn a . 3) y por la secciôn principal de g
(ver definiciôn a . 2 ).
Diremos que g ver if ica la hipôtesis (H^) si
(H|) : 0 G g(0)
verifies la hipôtesis (Hg) s i
(» 2 ) 3  (a,b) 6  R tal que Vr ^  0 -y Vs 6  g(r) se tiene 
s _< a r + b
Dados (a J , , . . . , otjj) G R^ nos planteamos entonces el siguiente proble
(P(g))
1 2
Encontrar un par (p,g) G H (fi) x L (fi) tal que
i) p ^  0 en casi todo punto de fi, p = <{) en U
ii) g G g(p) en casi todo punto de fi
iii) |(Vp + G).VÇ < 0 VC G H^(fi), Ç = 0 en S^, Ç > 0 en S.
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liendo G = (a^ g , « 2  ® [b^(fi)]^
N o t a If I . 1 . Si 6  es con t inuo tendremos g = Bp y por lo tanto b a s t a ­
ra con encontrar p 6  Ob serves e tambien que (P(B)) contiene
en particular la formulae ion del dique (vease Capîtulos I y II) al 
cer N«=2, a ^ = 0  y
En lo s u c e s ivo utilizaremos las notaciones générales introducidas 
en I . 1 .
111 . 1 . Existencia de soluciones para el problema (P (B ))
En esta seccion, nuestro proposito sera de demostrar la e x i s t e n ­
cia de soluciones para el problema P(B)> generalizando de este modo el 
teorema I.l euunciado en el capitule primero. La dificultad principal 
radiea en el hecho de no suponer B acotado. Cuando B esta acotado 
(es el caso del problema estudiado en los I ” y 2° capitules) se pueden 
generalizar sin gran dificultad las tecnicas utilizadas por H. Brezis,
D. Kinder leh rer y G. Stainpacchia |i9| . En el caso no acotado vamos a ne^  
cesitar un estudio previo de las cotas de las soluciones de unos probl^ 
mas aproximados para demostrar el siguiente teorema:
T eorema I I I . 1 . SZ B ei un opc^ado^ maximal monâtono que veA,Z|(Zca 
y Hg entoncei zl pAobtzma (r(B)) tlznz at mzno6 una 6otuctân (p,g). 
Adzmdi zxlhtz una Aotuctôn (p.g) G [L°°(fi) O wj^^®(fi)] x i™(fi). Vs ^  1
Antes de demostrar el teorema ni.l veremos algunos resultados tecni
- so
Teorema I I I . 2 . SI B z.A ana ^unctân no dzcAacizntz ttp'&ch-Ctztana y aco 
tada que 6attA ^ aaz H^, zntonczi zt pAobtzma P(B) tiznz una untca ac 
luctôn.
Demostracion del teorema I I I . 2 . Sea T la aplicacion de L^(fi) en 
L^(fi) que a v hace corresponder u unica solucion (ver per ejemplo] 46 |) 
del p r o b l e m a :
(Vu +B(v)) .VÇ = 0 VÇ 6  H^(fi), K = 0 en S „ u  S 
'fi ^
u = 4> en S» u S u G H^(fi)
(25)
Siendo B(v) = (a^ |3(v) ,a^B(v) , . . . ,a^B(v)) .
Cambiando Ç por u-(|) en la ecuacion anterior se tiene:
(26) I Vu.V(u-(|)) + I B(v).V(u-(J)) = 0
y d a d o  q ue B e s t a  a c o t a d o ,  de (26) se d e d u c e  que
2
I |V(u-<J))| <  c  ( 4 » )
siendo ‘C((j)) una c o n s t a n t e . Por otra parte, dado que u- 4» = 0 en 
S 2 U S ^ , aplicando la desigualdad de Poincare 149 | se tiene:
I |u-4)| ^  < K I I V(u-4>) I ^  < K C(4>), 
io io
de lo cual se deduce que u~ 4> esta aco tada en (fi) y en (fi) por
una constante que solo depende de 4> y de fi, y por lo tanto tambien
u estara aco tada en H (fi) y en L (fi) independientemente de v. La
1 2
c ompac idad de la inyecciôn de H (fi) en L (fi) permite entonces dedu-
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cir que T es una aplicacion compac ta de L (fî) en L (fi). Por otra 
parte, dado que la acotaciôn de u se hace independientemente de v, 
para R lo suficientemente grande se tiene:
Im ({v 6  L^(fi) /||v|| < R}) C  {v 6  (fi) /||v|| < R)
L^(fi) L^(fi)
El teorema del punto f ij o de Schauder ( |4 0 1 , |5 1 |) permite ent o n ­
ces deducir la existencia de p 6  (fi) tal que
(27) p = T p
( V p + B ( p ) ) . V Ç  = 0 VÇ 6  H^(fi), Ç = 0 en S_ U S.
f^i
p = (j) en S ^  U S^; p G (fi)
Sea entonces la funciôn fg definida para 6 > 0 por:
f (1 - ^)^ si r ^  0
f5(r) = I
[ o  si r £ 0  ( v e r | l 9 | )
Dado que f g es lipschitziana, la funciôn Ç = f^(-p) es una funciôn 
de H^(fi), nula en 8 2  W S ^  dado que - p _ < 0  en Sg II y a d e m a s
se tiene ( |4 0 |) :
VÇ = f^'(-p) V(-p) = j p
2 en c ,t.p de I - p ^  ô I
L 0  en c.t.p. de |-p < 6 |
De (25) y (27) se deduce que
Vp.VÇ = - B(p) . VÇ 
io io
- 8 2
[ . J  » ( p ) 2 - 'p
|-p^ 6 1 ^ |-p >_ 6 1 P
Llamando t a la constante de Lipschitz de g y L = £ Max (|a.))
1 jC i < N ^
se tiene:
i?p|^ , . r ivpi
< L f2 -  " j IpI ’
|-p  >_ 6 I P | - p ^  <5 I
apllcando la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene entonces:
siendo 10 1 la medîda de îî. La anterior desigualdad se formula tam- 
bién como:
[ | v l o g d  + < i ^ . l n l ,
y aplicando la desigualdad de Poincare |49| (esta f une ion se anula en
5 2 U S g) se deduce que:
f i L o g d  + ) I ^ < K.L^.|n|,
siendo K una constante independiente de 6 . Si se hace tender 6 ha 
cia 0 , se deduce entonces que -p ^  0  i.e.:
(28) p > 0 .
Se concluye la demostracion de la existencia notando que (25) y
(27) implican:
Ap + div B(p) = 0  en D'(U)
6  lo que es équivalente
Ap = -div B(p)
S3
y por lo tanto Ap G L (fl) dado que P es 1ips c h i t z i a n a . L u e g o , apli­
cando la formula de Green " g e n e r a 1 i z ada" (ver |1 3 |) y teniendo en cuen- 
ta (27) se tiene
(29) (Vp +B(p)) .VÇ 1 ^  . Ç < 0 VÇ G (fî) , Ç = 0 en
(dado que p _> 0 en y p = 0 en S ^  implican
siendo v e 1 vector normal exterior de S«).
y Ç 0  en
0 en S„,
De (27), (28) y (29) se deduce entonces que p es solucion de
( P ( 3 ) ) .
Para demostrar la un ici dad de la solucion se puede suponer que p 
y p ' son 2 soluciones de ( P ( 3) ) . Se utiliza entonces la misma t écnj^ 
ca que en la demostracion de p ^  0  eligiendo su c e s i vamen t e las siguieri
tes funclones test:
ç = ( g ( p - p ') ç' = f^(p'-p)
Se demuestra entonces que p-p' ^ 0  y p'-p 0 c on lo cual
lo que acaba la demostracion.
Aparece cia rament e en esta demostracion que la dificultad cuando 3
1 ipschitziana no esta acotada, reside en demostrar que la aplicacion
T de L (0) en L (^ 2) definida mediante (25), tiene un punto fijo.
Esta dificultad desaparcceria si se pudiese acotar "a priori" la norma 
L de la posible solucion del problems ya que en este caso se podrxa
considerar a 3  como acotada.
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A objeto de hallar estas e s t imac i o n es "a priori" varaos a introdu- 
cir ciertas notac i o n e s . Llamaremos 0 a la siguiente fune ion :
N N
8 : K R , < - ^ 0 (x) = ^ ® i * i ’
0 es entonces una f une i on de C en particular 0 alcanzara un
maximo 0 sobre . Des ignar emos por <j> a 1 maximo alcanzado por
(|) en S^\J Sj. Por fin, a una f une ion lipschitziana B le haremos 
corresponder una funcion t ( 6 ) G definida por:
T(B) = Ug o(j), 
siendo Ug la solucion del problems de Cauchy
(30, I ^
I v( 0o ) =
La funcion t (B) satis face entonces las siguientes propiedades:
LEMA I I 1 .1. S/C B ueA/t((£ca H ^ , ta ^unctén t ( 6 ) 
t] t(B)(x) 2  Vx G Sg U
I D  f (V(x(B) + B ( x ( 6 ))).VÇ = 0 VÇ G H^(n)
Demostracion . Dado que g es no-nepativa en la funcion u g es decree i en 
te. Sea entonces x 6  Sg U S ^ , se tiene
0 (x) 2  0 ^
y por lo tanto
x(B)(x) = Ug(0(x)) 2  UgCGg) = 2
- «5 -
l o q u e  detnuestrai).
Por otra parte, se tiene:
4 ^  - air: ("8 "»>■ c; 3^ ■ -“I e<3(6)) « - 1 ,2 ,...,»
V( t (B)) = -B(x(B)) en y en particular en fi,
lo que demuestra ii).
Estainos en condiciones de demostrar e 1 siguiente lema:
LEMA III. 2 . Si g eA tlpickltzlana y ve.fit^lca y il p ti Aola-
cl6n dzt pfLobte.ma (P (g) ) , cntoncei Ae tle.ne.:
0 2  P £ x(g) en (casi todo punto de ) Q.
D e m o s t r a c i o n . La primera desigualdad se deduce obviamente del enuncia- 
do del p rob 1ema ( P (g ) ) . En cuanto a la segunda desigualdad, del lema
III.l.i) ,se deduce que la funcion f^(p-x(g)) (definida para 6 > 0) 
es nula en S ^  U S ^ . De (P(g ) ) y del lema Ill.l.ii) se deduce enton
ces que :
0 = 1  [ V ( p - x ( g ) )  + ( B( p)  -  B ( x ( g ) ) ) }  . V ( f g ( p - x ( g ) ) )
(31)  [ = _ f ( B ( p ) - B ( x ( g ) ) )  .
Ip - x ( g ) > 6 I ( p - r ( 6 ) >  | p - x ( g ) > 6 |  ( p - x ( g ) )
u t i l i z a n d o  la n o t a c i ô n  a n t e r i o r  L = m a x  (|a.|) | B ' | I se t ie^
1 < i < N  ^ ’ l ” (R)
S6
(31); f | V ( P - T ( B ) ) I   ^ ^ f I V ( p - T ( g ) ) |
| p - T ( 6 ) > 6 l  |p-tCB)>(51 ^
< L . |n|
| V ( p - T ( B ) ) | 2
| p - x ( g ) > 6 l  ( P - T ( 3 ) )
V 2
|V(p-x(B))I
< L . |n|
| p - T ( B ) > 6 | ( p - T ( 6 ) )
(32): ( I v Log (1 + l e n i l l z i L . )  I ^  < l 2 |^ ,|
h  °
y aplicando la desigualdad de Poincare |49| se tiene: 
(32) =*> (33): [ |Log (1 + lErllêirl)-) | ^  |n|
Si se hace tender 6 hacia 0 en (33) se deduce que
p - x (B) £  0  en 0
p £ x (B) en n,
lo que concluye la demostracion.
V
Antes de generalizar el teorema II I . 2, demostraremos un ultimo re- 
sultado tecnico que reformula en un caso concrete la proposicion 1 de
I 32 I .
LEMA III. 3 . Sea Q y y 2 ^unclomi no rfecAec^ewXeA tlpichltzlanai ta 
lei que B ^ y en entoncei ie ttene:
T(B) > t (y ) > en n
- SI -
Demostracion. Sean u y n las soluciones respectivas de
  6  -e Y
(30a)
gi: - -B(v)
v ( 8 n) = d) +e
en R
E > 0
y de
(30b)
dv
dr = -Y(v)
v(e^) = (j,^
en R
Dado que (|)^ > 0 se tiene que Ug y u^ son posit ivos 
tanto B(ug ^ ) y y(u^) son no-negativos y las fune iones Ug ^
y por lo
y Uv
son n o - c r e c i e n t e s . En se t i e n e :
(Go) - »Y(^o) - C > 0  '
Supongamos, entonces, que existe r^ < 0^ tal que
"g.e(fo) - "Y(^o) - G
y supongamos que este r^ = max {r < 0^ / Ug ^.(x) - u^(r) = O). 
teorema del valor medio se deduce entonces la existencia de r G 
tal que
" = "e,E (Go) - \ ( G o )  = ( " è , [(r) - % ( ^ ^ ^ ( ® o  - % )  > G ;
a b o r a , se t i e n e :
Por e 1
Ug g (rX - Uy(r) = Y(u^(r)) ~ 8 (ug^^(r)) £  0
dado que u g g. ( r ) > u^(r) lo cual es una contradicciôn y por lo tanto
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Pasando al limite cuando _E tiende hacia 0 y teniendo en~cuenta la de- 
pendencia continua de la solucion de (30a) con respecto a,l dado inicial 
se tiene
siendo u^ la solucion de (30a) para e = 0.
Sea entonces x G Q, por definicion de 9^, se tiene 6 (x) £  0^
y por lo tanto:
x ( 6 )(x) = U g ( 9 ( x ) )  2  u ^ ( 9 ( x ) )  = X (Y) (x) 2  "("o Vx G H 
lo que demuestra el lema.
Por fin pod emos extender el teorema I I I . 2. suprimiendo la acota- 
cion de B :
Teorema II I . 3 . Sea B una ^unclân no decA.eclente tlpichl tzlana, entoncei 
et pfiobtema (P (B ) ) ttene una untca iotuctân p. Adcmdi 
P 6  l” ((2) n w[^®(f2) , Vs > I .
Demostracion. Sea x = max (x(B)) y sea 6  = min (B,?_) . B_ es enton
o ^  o o o -
ces una funcion no decreciente lipschitziana y acotada y por lo tanto el 
teorema II I . 2 asegura la existencia y la unicidad de la solucion p de
P(Bp). Por otra parte los lemas II I . 2 y I I I . 3 garant i z an que:
P 1  7(3^) £  1(3) £  x^ en 0
de lo cual se deduce que:
- 8 9  -
B(p) = 8 ^j(p) en fi
y pdr. lo tanto p es tambiln solu c i 6 n de (P(B)). Sea p otra solu­
cion de ( P (B ) ), e 1 lema 1 1 1 . 2  implica que
P 1  (P) 1  ^ o ’
entonces tam b ien se tiene:
B(p) = Bo(p)
es decir que p es solucion de (P(B^)). La unicidad de la solucion de
(P (B g )) implica entonces la unicidad para (P(B ) )-
Por otra parte es obvio que p G L°°(q ), en concrete P <. y
por lo tanto B(p) £  B ^ ) - Utilizando funciones Ç 6  D(fi) en la ecua 
cion de (P(B)) s e deduce que:
Ap + div B(p) = 0  en 0
i.e.
- A p = - d i v B ( p )  en fi
los Te o remas de i.nmersiôn de Sobolev | 1 |, | 4 9 | implican entonces que
p 6  V s 2  1 lo que acaba la demostracion.
A continuacion , vamos a demostrar e 1 teorema I I I . 1:
Demostracion del teorema I I I . 1 . Sea y la funcion:
y ( r ) = a r + b  V r G R
y sean B^ para X > 0, las aproximaciones Yosida de B - Entonces,
9 0  -
los p r o b l e m a s  (P (B^ )) t i e n e n  s o l u c i o n  u n i c a  p^ pa r a  to do  X > 0 da 
do que los B^ son 1 i p s c b i t z i a n a s ; a d e m a s  el l em a  II I . 2 a s e g u r a  que
0 ^ < P ^ < x C s ^ ) .
Por otra parte, para r > 0 la hip ot esi s H2 ( y la prop osicion a . 5) 
a s egura
B^ ( r ) < B° ( '') ^ a r + b  = y ( r ) ;  V \  > 0
a p l i c a n d o  e n t o n c e s  los l e m a s  I I I . 2 y I I I . 3 se tie ne :  —
0 < p^ < x(B^) <T(y) > 0
y (34) B^(p^) £  a.x(y) + b.
Sea entonces la funcion Ç = p^-(j), se tiene :
(35) I Vp . V(p^-(|)) = -| B^ ( p ^ )  .V(p^-(f))
siendo B^(p^) = (a^B^(p^) , . . . ,a^^B^(p^)) - De (34 y de (35) se deduce 
que :
|V(p^-(j,)I^ = -|^ (B^(p^) + V * )  .V(p^-*) £  L (j^ |V(p^- 4,) |^)'/"£
donde L es indepen di ent e de X. La de sig ualdad de Poincare implica en 
tonces
2I (p^-*)^ £  K j 1 V(p^-(|)) I 2 £  K L -
'fi
siendo K inde pe ndi en te de X . Por lo tanto se tiene:
l U J . £  C indepe nd ien te  de X 
Se puede entonces extraer de p^ una subsuces ion p^^ que verif iq ue
- 9 1
\n
An
p debi lme nt e en H^(fi)
^An(PXn) ----- ' 8
Ll am an do G a ( a ^ g , . . . ,a^g) y pasando al limite en ( P ( B ^ ^ ) ) cuando
n tiende a “> se tiene:
(Vp+G).VÇ < 0  VÇ 6  H^(fi) Ç = 0  en S y Ç > 0
en S 2
Por otra parte e 1 convexo
K = {v 6  11^  (fi) / 0 £  V £  T(y), V = <) en S 2 U S^}
es debilm en te cerrado en H^(fi), con lo cual p G K.
Por otra parte, en casi todo punto x G fi, p^^(x) tiende a p(x)
y B^(p(x)) esta acotado para casi todo x, se tiene e n t o n c e s : (ver
pro po si cio n a . 6 ):
g(x) G B (p ( x ) ) para casi todo x G fi,
(p,g) es entonces solucion de (P(B ) ). Se demuestra que p G 
Vs 2  1 notando que:
Ap + div G = 0 en D'(fi)
y que g G L (fi) dado que g £  Y(p) G L°° dado que p G K .  Esto acaba
la demostracion.
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Nota I I I . 2 . Existe cierta relacion entre la aproximacion del problems 
(P(B)) por los problemas (P(B^)) (y la int roducciôn del problema ( 1 ) 
para la resol uci on  de estos) y e 1 më todo de penaliz aci on  (ver Lions 
I4 7 I) . De hecho, si B = sig^, la introduccion de B^ corresponde a 
una pen ali zacion (ver H. Brezis, D. K i n d e r l e h r e r , G. St ampacchia |1^ | ).
N ota III . 3 . La hi potesis H 2 no es est r ic tamente necesaria, s in e m b a r ­
go su supre si on hace necesarias, en general, hipotesis restrict ivas sobre 
el dato (p 6 sobre fi como es e 1 caso en el siguiente contrae j emplo .
1 1 1 . 2 . U n,contraejemplo a la ex istencia cuando B no vérifiea .
2
Para s impli f icar el c o n t r a e j e m p l o , nos situaremos en fi. E . Un 
punto de fi estarâ repr es ent ad o por sus 2 co ordenadas ( x , y ) . En concrje 
to, fijando un numéro a > 0 , fi sera el siguiente rec t a n g u l o :
con Xj < X 2 y y 2 - y ^ Fij emos S ^ , § 2  y S ^  de la siguiente ma-
S 3 = ]xj ,X2 [ X {y2)
Sj = S —  S 3 y S 2 — 0
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Fig.10
Nos damos tambien una funcion (j) li psc hit zi ana  tal que (J) ^  a >0. Esco^ 
gemos un opera do r g que no ve rifique ^ » en concrete escogemos:
S-(r) = r' Vr > 0, r 6  R
P (r) = 0 ■ 
y fijamos ( a ^ = (0 , 1 ).
Vr < 0, r G R
Nos plante am os ent onces el siguiente problema:
Encontr ar p G (fl) tal que
i) p >. 0  en casi todo punto de Î2
(Pi)
ii) 6 (p) = p^ G (0)
iii) [ (VpVÇ + p? Ç ) = 0  VÇ 6  (fi), Ç = 0  en
•'n ^
Las dif erencia s ,.coH- anteri ore s enunc ia dos  del probl em a (P ( P) ) pa - 
I P general residen en que en este caso P es co nt inu e y S 2 = 0.
9 4
Se tiene entonces:
Pro po si cio n I I I .1. Et pA.obte.ma (P^) no ttene iotuctân.
D e m o s t r a c i o n . Su pongamos que p sea una solucion de (P^). Sean 
^*^n^nGB sucesiôn creciente de puntos del intervalo ^ 0 ,a que
converge a a y ^Pn^nGN siguiente sucesion de funciones:
P„<*.y)  ---   f 6 ,x^ [ X ]yj,yj[)
>'->’2 + ï ;
dado que < a. Ademas p^ = en S^ y p^  ^ sat isface la siguien
te i g u a l d a d :
Çy = 0 VÇ G (Q) .
’sî
Sea entonces para todo 6 > 0 la funcion Ç = f^(p^-p) donde p
es una hipot éti ca  solucion de (P ^ ) , f^(p^-p) 6  y f^(p^-p) = 0
en S^ lo que i m p l i c a :
(36) I V(p^-p) V (fg (Pn'P)) + I ( P ^ - P ^ ) ( P n ' P ) )y " ^
teniendo en cuenta entonces que la in tegrac ion se hace sobre el conj un- 
to I p^ > p + 6 I y dado que p^ esta acotado en Çl por una constante 
M , deduc imos de (36) que:
l ^ < P n - p ) | ^  f I ( P „ - P )  I
r  -  ^^n I |Pn-P|
|P„>P-<5| lp„>p-5|
|V<P„- P)|^ 
|p >p-5| (Pn-P)
(37) I   2 1  C_
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siendo una con sta nt e independi en te de 6 . (37) a su vez se puede
escribir como:
(p - p - 6 )^ 2
|V L o g d  + — P- 7 -----) I < C
Q o n
y aplicando  la desigua lda d de Poinc are  (teniendo en cuenta que 
(P^“ P “<5 )^
Log (1 + ----- — -----) = 0  en S^) teneraos:
(p -p-fi)'*' 2
(38)
( , KP P-O) 
J I Log ( 1 +  g )| 1
donde solo depende de y del abierto Q. Haciendo tender 6
bacia 0 en (38), deduc imos entonces que p^-p £  0 en casi todo punto,
es decir
p^ _< p en casi todo punto de (2 y Vn G B
Hacemos entonces tender n hacia «>; p^ converge entonces en todo pun 
to de Q hacia una funcion p defini da  por:
p(x,y) = -------  Y
y-^2 + â
y tenemos entonces:
p £  p en casi todo punto de Ü
ahora, obvia me nte  p no per tenece a L ^  (12) (ni a ningun L''^ (f2) para 
s ^  1 ) de ahi la conclusion; p no pertenece a L ^ (0 ) y por lo tanto 
p no puede ser solucion de (P^).
N ota III . 4 . El problema P ^ no tiene solucion, sin embargo résulta obvio
que se puede imponer algun tipo de cond ic ion sobre (p 6  (2 para que es­
te problema tenga solucion. Una co ndicion suf iciente serla por ej emplo
que sup (((,) < a.
^2 ^ ^3
9 6  -
1 1 1 . 3 . Exi stencia de una frontera l i b r e .
El objeto de esta secciôn es poner en ev idencia una con dic ion  
suf iciente sobre g para que las soluciones de (P (g )) ( 6  por lo me-
nos alguna solucion de (P(g))) originen una frontera libre. El métod o 
consiste en acotar superio rm ent e una solucion de (P ( g ) ) por un par
(u,g°(u)) 6  H ($2) X L (,Q) , y demostr ar  que si es su f ic i en t emen t e
grande", se puede escoger una funcion u nula en una parte de fi. E s ­
te metodo nos proporc iona una primera es timac ion del conj unto |p > 0| , 
siendo (p ,g) una solucion de (P (g )).
Em pezaremos por restringir el conj unto de solucio ne s con las que 
vamos a ’trabajar:
Definic io n I I I . 1 . Sea ( p , g) una iotactôn del pfiobtema (p(g) ) dtaemoi 
que (p,g) ei iotactân limite de (P(g) ) il exlite una iueeilân de nu- 
mefioi fieatei (A. ), ™  ^ue converge a o tat que il ttamamoi p. a ta
K K üXi A ^
iotuclôn de (P (g )) {pafia g apfioxlmaclân Voilda de g | , tengamoi
^k
P debltmente en (fi)
g, (p, )  g en L^(fi).
Nota II I . 5 . El teorema TII.l establece la existe nc ia de sol uciones para 
el problema ( P (g ) ) cuando g verifica H ^ y Hg ademas el método 
utilizado en la demostrac io n pone en evidencia la exi stencia de "alguna" 
solucion limite. En particular, si ademas g es lipschitziana, la u n i ­
ca solucion de P(g) sera solue i o n - 1i m i t e . Notem os  tambien que las so­
lucion es-1 îm i t es ( p , g) G [l (fi) n ((2) ] X L_ (fi) Vs ^  1 (en par-
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ticular p es conti nua  si (p,g) es solucion limite).
N ota I I I .6 . El conce pto  aqui introducido de s o l u e i ô n - 1imite es distinto 
de las soluc io nes  limites intr oducîdas en la résolue ion de los problemas 
de évolue ion ligados a generado res infini té sim al es de semi -gr up os |29| .
Nota 111 . 7 . Si el dato (j, en S ^  U S ^  es tal que (f) = 0 entonces la 
solucion limite es ünica y identicamente nula dado que en este caso la 
unica solucion de P ( g ^ ) es P^ = 0  en fi.
Antes de de mo str ar la existencia de frontera libre, daremos un re- 
sultado negat ive  a este respecto:
Proposicion I I I . 2 . SI g vefil^lca y y il ^ ei Zlpichllzlana
CH UM zntoA.no dz o; zntonczi il ( p , g) zi una iolualôn-llmltz dz (P(g)) 
6  c tlznz:
l) p = g = 0 CH fi il <J) = 0 CH S2 u Sg
II) p > 0 CH fi il <t> i 0 CH s 2 u S g .
t . c .  lai ioluclonzi-llmltzi dzl pAoblzma ( p ( g ) ) ho oAlglnan u n a  ^Aon-
tzAa llbAz.
Dem o s t r a c i o n . i) es cons ec uen cia  inmediata de la nota I I I . 7. Para dem o s ­
trar ii) vamos a suponer que g es lipsc hit zia na  en J - 2 e ^ , 2 e^(^ para 
lo suf ici en tem ent e pequeno. Sea ( p , g) una solucion limite de 
(P (g )) , ut ili zando funciones Ç G D(fi), se deduce de ( P (g )) que :
Ap + div G = 0 en D'(fi)
9&
siendo G = (a ^ g , 0 2 8  , • • • ,C(j^ g) ; en particular se tiene tambien:
N
Ap + I a . I g (P) I = 0  en D ' (j p < e f)
i=l  ^ *i
(Notemos que el conj unto |p < E^| es un abierto dado que al es tar p 
en ^Loc Vs 1, p es continua). Dado que g es lipschitziana
en | - 2 e ^ , 2 e ^|  aplicamos la régla de la cadena generali zada |40| ; se 
tiene entonces:
N
Ap + g' (p) I ot . F = 0 en D ' ( | p < E | )
i=l ^ *i
siendo g ' la derivada en el sentido de las d istribuciones de g; y 
dado que g '(p) esta acotado en |p < E^| se tiene que 
2
'(p) I «. P G L (|p < E I) y que: 
i=l  ^ *i °
N
Ap + g ' (p) 2 ot P = 0  en | p < G
i=l
1 X
La con clusion viene entonces del prin ci ple  fuerte del maximo |5 1 | .
A c on t inuac i on vamos a estudiar la ex istencia de una frontera libre 
en las s o 1u c i o n e s - 1 1 m i t e s .
Reco giendo la notac ion int ro duc id a en la secciôn 1 de este capitule 
llamaremos 8 ^ a:
= Sup {8(x) / X G Sg} si Sg
(Si = 0 ver Nota III.l).
Se tiene entonces el siguiente  teorema
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TEO aE MA  II 1.4 . Sea 0 an opzAadoA maximal monétono (que vzAlf^lquz
y lal que:
1
F T Ï T  - Tc < .
Entoncei il Qq > + 01^ » todai lai iolaclonci-limita de (P(g))
OAlglnan una ^AontzAa llbAc. En concActo il (p.g) a  una ioluclân li 
mltc tzndAcmoi:
P = 0 en = {x G fi / 0(x) + Oj}*
Nota II I . 8 . La primera condic io n impuesta a g para la exi ste nc ia de 
la frontera libre recuerda la condicion para la extincion en tiempo fi^  
nito de las so luciones de ciertos pr oblemas de évolue ion (ver por ejem 
plo I 1 7 1 y I 31 I) . De hecho, vamos a ver que existe cierta ana logla en 
tre los 2 problemas.
Nota I I I.9 . La segunda condic ion  es en realidad una condi ci on sobre fi
que consiste en imponer que fi sea lo su f i c i en t eme n t e grande en una dj.
reccion (la direccion perpen di cul ar a los hi pe rplanos de ecuac ion 
N
y a. X. - constante).
i=l  ^ ^
Antes de demo st rar  este teorema vamos a ver unos res ultados previos 
de carac ter técnico. Para 6^ definimos T^(g^) = v^ <>0 siendo v^ 
la solucion del problema:
I ^  = - g y ( v )  en E
(39) ^
V (8 ^ ) =
- 1 0 0  -
Es obvio que 6 C^(R^) y poderaos enunciar Lemas anâlogos a los
lemas III.l y I I I . 2.
Lema I I I . A . SI g vzAl^lca ta ^unclôn x^(g^) vzAl^lca:
l) T^(g^)(x) > (|)(x) Vx 6 Sg U
U ]  I (V(T^(g^)) + B^(T^(gj^))) .VÇ = 0 VÇ g 
i l z n d o  = (t t jgj^, . . . ,ajjgj^) .
D e m o s t r a c i o n . Es idéntica a la demostracion del lema III.l notando pre^ 
Viamente que si g veri fic a H^ entonces g^ tambien verifica 
(ver prop osi ti on a . 5) y que T ^ (g ^ ) > 0  en fi.
Lema 1 1 1 .5. SI g vzAl{^lc.a y i l  p^ Zi  l a  i o l u z l â n  dz (P(g^)),
z n t o n z z i  i z  t l z n z :
0 _< p^ _< T^(g^ )  zn [ z a i l  todo punto dz)  fi
D e m o s t r a c i o n . Es idéntica a la demo stracion del lema I I I . 2.
Antes de dem os tra r el teorema, veremos un ultimo l e m a :
Lema III.6 . 5/ g v z A l ^ l c a  y H^, z n ton cz i  z x l i t z
(w,g^ )  6 H ^ ( ] e ^ , 0 ^ [ )  X L” ( ] e ^ , 0 ^ [ )  t a l z i  quz:  '
l )  8^ 6 g(w) en c a i l  todo punto dz ] 0 ^ , 0 ^ [  y:
v^ -------" w zn ( ]  0^ , 0 ^ [ )
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II) w' = -g^ en cail todo punto de ] 8 ^ , 9 ^ [  y w(8  ^ ) 
L-c-il v(p,g) ioluclân-llmltc de (P (g) ), ic tlcnc: 
p £  w o0, en {x G fi/ 0(x) 2  0 }
Demos trac i o n . V X > 0, ve rif ic a (39) i.e.
(V = -gp^(v^) en R  y en pa rticular en ] 0 ^ , 0 ^  |.
vx(0f) - > 0
(le lo que se deduce:
( 4 0 )  llv';^ || 2 = Il Il 2
Ademas v^ es una funcion dec rec ien te  y por lo tanto se tiene:
0 1 X^ - '^’o l8^,0^[.
De esta de sigualdad, de (4 0) y de la hipote si s (ver tambien apéndi^
ce pro posicion a . 5) se deduce que :
y apl ic and o la des ig ua lda d de Poi ncare se tiene
(41) ||v -({) Il < c Ijv^ll <c(a,{, +b)(0 -0j)^2
L:^(]8,.0^[) " (]8l'6oC)
y por lo tanto v^ esta acotada en ^ ^ (]^ l '^ ^ i n d e p e n dien te men te  de 
X . Existe en tonces una subsuces ion (^k^kGM 7 existe un par 
(w,gj) G h V ] 0 i ,0^[) X F^(l8i ,0q[) tal que :
- 1 0 2
(42)
w debilme nt e en (] 0^  ^, (1^  [)
X ----- " ^ Gn L ( l e ^ . e ^ O
'k
(v^ ) ---- >- debilmente en
"k
de lo cual se deduce que g,, (v. )  >■ g en casi todo punto, se pue
'^ k k
de entonces api icar el teorema de Lebesgue dado que | g, (v, )(
“k ^k
_< a 4»^  +b; y se tiene:
(4 3) ('^X )  ' «w L^(]8i.8^[)
por otra parte se deduce de (42) y de (39) que :
(44) w(9j) = ‘I’q y w' = -g^ en casi todo punto
y por lo tanto
k
y entonces
(4 5)  ► w en (] 0 , 0^ |^) .
k
Ademas se t i e n e :
que :
(46) g^ 6 g (v) en casi todo punto de 1^1 '^o C'
Por otra parte, si a < X entonces ^  en *^^0®
(v -V )' = g (v,) - g (v ) < g (v ) - g  (v ) (ver apêndice)
a X X X  a a — a X a a
(v -v ,)'(v -V )^ < (g (v )-g (v ) ) (v - V  )^ < 0 dado que 
a X  a X —  a X a a a X —
5^ es mono tona creciente; dado por otra parte que v ^ (0 ^ ) = v ^ (0 ^ ) se
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deduce facilmente que £  v^. De (41) y de (45) se deduce entonces
que :
V. ---- >• w en (] 0^ , 0^ [)
y tambien
esto sumado a (46) demuestra i) (notando que 0 < ) _< a (p^  + b
por lo tanto G L (J0j»0p[))- Con (44) queda tambien demostrado ii).
En cuanto a iii) es co nsecuencia del lema anterior y de i); en efecto, 
tenemos VX > 0:
^ 1  PX 1  ^o(^x) " '"x ° ® ^
siendo p^ la solucion de (P(g^)). Sea, pues, (p ,g ) una solucion 
limite de ( P ( g ) ) , existe entonces (^^k^kGB tal que
p ,   ^ p debi lme nt e en H^(fi),
k
y por lo tanto en casi todo punto del conjunto {x G fi / 0(x) > 0 ^ }
pasando a 1 limite teniiremos
p ( x ) l i m  V ( 0 (x)) = w ( 0 ( x ) );
'^ k
la desigua lda d es entonces valida en todo el conjunto 
(x G fi / 0(x) > 0j^} .dado que p y v;°0 son continuas (dado que
p G Qg (fi) Vs ^  1 , w G 0 ^ ( } 0 i *0q [) y 0 6 C (R^) ) lo que acaba
la demostracion.
Estamos ahora en condiciones de demo s t r ar el teorema III. 4.:
1 0 4  -
Demo^jra ci ôn del teorema II I . 4 . Sea F la funcion definida por:
ds
F(r) -i: g°(s) •
Con las hipotesis del teorema, F esta definida en y F es
una biyec cio n de [ o , en J - œ  , F^^ dado que D(g°) = b ( g) ^
por y . Ademas:
F'(r) =  --    < 0 en casi todo punto de ] 0, +'” C
6°(r)
Sea entonces la funcion
h - r - ‘ ,
veri ficarâ
h'(r) = -g°(h(r)) en casi todo punto de J , F ^  
Definimos entonces la funcion u por:
h ( r - 0 2 ) si t £ F ^  + 0j^
u(r) = I
Ô si r > F ^ + 6 ^
y tenemos
u(0j^) = h(0) = h(F((}>^)) = (()^
,u'(r) = -g°(u(r)) para casi todo t _< F^ +
il'(r) = - g ” (u( r ) ) = 0  si r > F ^ + 0 j .
Sea ahora w la funcion definida en el lema anterior, se tiene: 
( w - u ) ' = g “ (u) - en casi todo punto de
se tiene entonces
(w-u)' _< g" (u) - g ° (w) en casi todo punto de J0j,0^[^
1 0 5
dado que g°(w) £  en casi todo punto. Se deduce;
( w - u ) '(w- u)^ £  (g°(u) - g ° ( w ) ) (w-u)^ ^  0
dado que g^ es creciente; (w-u ) es entonces dec re cie nte  en ] 8 ^ » 8^ [» 
y puesto que w(0^) - u (0 ^ ) = 0 se tiene;
w < u en ] 0 1 « 9 o C ‘
Del lema. anterior, se deduce entonces:
y
0 _< p(x) < w ( 0 ( X ) ) £  u (0 (x) ) en {x G fi / 0(x) > 0^}
p(x) = u ( 0 (x)) = 0  en {x G fi / 0(x) ^  0j + }
lo que acaba la demostracion.
Nota II I . 1 0 . Observes e que en el caso del dique, el grafo g= sign^ sa­
tisface la hipotesis del teorema relativa a g . En este caso la segunda 
hipotesis (0^ > F^ + 0 ^ ) se traduce por el hecho que el borde del dique 
se eleva por encima del nivel hj (ver capitules I y II) del flu i d o .
Nota I I I . I I. Unas tecnicas pa recidas a las que dé s a r r o i l a mo s aqui nos pe£ 
mit irian demostrar acotaci one s mas finas teniendo en cuenta la especifi- 
cidad del dato (p (ver por ej emplo el capitulo II).
tio't.a III. 1 2 . La hipotesis del teorema esta ver if icada por una amp lia fa- 
milia de o p e r a d o r es incluyendo funciones continuas en 0 como es el caso 
de g(r) = r^ para 0 _< a < 1.
1 0 6  -
Otros aspectos del probl ema  como el estudio de la loca liz ac ion  de la 
frontera libre (vlase | 2 7 1) o como la unicidad de la solucion limite 
del problema (P (g)) serSn d e s a rrollados en trabajos pos t e r i o r e s .
h'f
APENDICE
- l oi
Apéndice : Operadores maximales monotonos (Brizis |18| .
De fi n i c i o n  a . 1 . Sea g un ope^adoA de H en P(H) con H cipac^o de
H-Llbzfit 4e d-Lcz que g -e4 maxX.mat monâtono aX. veAX^Xcà!
X) g e4 monôtono X.z. Vv^ 6 D(g), Vv^ G D(g), 6 g(v^) y
Vu^ G g (Vg ) 4 e t X z m
<U] -"2' -^2 >H ^  0
4/cendo < , > ^  e£ pKoduc.to cécaXaA de H </ 4-tendo D(g) e£ do^
mXnXo de (D(g) = {v 6 H : g(v) ^ 0}).
/L-i) Graf (g) e4 max-tmat paA.a la Xncla.i>X6n de £o4 g^a^oA
Proposicion a. 1. Sea g an ope.xadofi de H, ^a4 f%e4 pA.opXzdadeA AXgaXzn 
XeA Aon e.quXvalenXeA :
X) g e4 maxXwal monâtono
XXI g e4 monâtono y R(l + g) = H
XXX) VA > 0 , (I+Ag)  ^ e4 una contaacaXân de^XnXda Aobae todo H.
Proposicion a.2. Sea g un opeAadoA maxXmal monâtono de H, y 4 ea
(v^.u^) una AuceAXân de puntoA de Graf (g) tal que -+ v de.bXlme.n
f e e n  h y u de.bXtme.ntz en H y tal que Lim sup (v^,u^) £
£  (v,u); entonczA u G g(v) y (v^, u^) ->■ Cv,u) en H x H .
Proposicion a.3 . Sea g un opefiadoh. maxXmal monâtono, e.ntonczA
Vv 6 D(g) , g(v) e4 un convexo czA.aado.
- 1 0 9
Def inicion a . 2 . Sza  g un opz^adoÂ. maximal  monâtono Az l l a m a  AzccXân 
p r i n c i p a l  iâ Azcclân  dz noA.ma minima) a l  opzaadoa monâtono y anlooco dz 
^ In ldo  zn D(g) poa
V  + g°(v) = 0
Def inicion a . 3 | | Sza g un opzfiadofL maximal  monâtono, paaa todo
X > 0 Az d z^ ln z  l a  apA.o xlmaclân  VoAlda dz g poh.:
R _ I - (T +
" A
Propos ic ion  a . 4 . Sza g^ l a  ap^ox lmac lân VoAlda dz un opzaadofi  g 
max-tma£. monâtono zntonczA:
I )  g  ^ ZA maximal  monâtono y l l p A c h l t z l a n o  dz conAtantz  |-
II) Vv 6 D(g) AZ t l z ' n z :  1|B^(v)|| ^  ||g” (v)|| y g^(v) -+ g°(v) 
cuando A -> 0
Se dem uestran a conti nu aci on  2 re su ltados concretos uti li zad os  en 
esta memoria en el caso H = H.
Pr op osicion a . 5 . Sza g un opzaadoa maximal  monâtono dz R, t a l  que
0 6 g(0). Se t l z n z  zntonczA:
«
I) g^(0) = 0  V A >  0
II) Vr > 0, VA > 0 g.(r) < g°(r).
Demo s t rac i o n . 0 6 g(0) implica 0 6 (I +A g)(0 ) VA > 0 lo cual é q u i ­
vale a (I +Ag)  ^(0) = 0 y por lo t an to :
no -
1^(0) . (0) . „
lo que demues tr a i).
Por otra parte, Vr > 0  y VA > 0 se tiene entonces g^(r) 0 y
(r) 2  0; ademas, g,(r) G 6((I + Ag) S  y por lo t an to :
'A
(B“ (r) - g,(r))(r - (I + Ag) ^(r)) > 0
de lo cual se deduce:
2
lo que implica
(r) g^(r) > (g^(r))
(r) > g^(r) Vr > 0
lo que acaba la demo str ac ion
Pro p os ic io n  1 . 6 . Sza g un opzAadoA maximal  monâtono dz R Azan
( A n > n g j j  una AuczAlân dz numz^oA h.zalzA poAl t lvoA quz convzfigz hacxa o
y nGR "^a AuzzAlân f i za l  quz convzagz h ac l a  r .  SupongamoA quz
Ig^ ( r ) |  £  M Alzndo  M una con Alantz .  EnlonczA a I  6^ ( r ^ )  convz^gz
n n
hac la  q 4 e t l z n z :  
q 6 g ( r ) .
D e m o s t r a c i o n . Demostra re mos  primero que (I + A^g) ^(r^^ converge ha- 
cia r. En efecto se tiene
I d  + A ^ g ) - \ r ^ )  -  r |  < I d  + \ g ) " \ r ^ )  -  ( I  + X ^ g ) " \ r )  | +
+ 1(1 + ^(r) - r)I
y dado que (I + A g)  ^ es una cont race i o n , se deduce que:
1 1 1 -
1 ( 1  +  - (I +  \^d) l ( r )  I £  | r ^ - r | ;
por otra parte se tiene:
|r - (I + X^B)'^(r)| = |X^ 6^ (r)| < M
y por lo tanto si n ^ ® Y | I 0 lo que implica
(I + > „ 6 ) - ‘ (r„)  . t .
Teniendo  en cuenta que (r^) 6 g((I + X^g) ^ ( r ^ ) ) y aplicando la
proposic io n a . 3 se deduce que
q = lim (r^) G g(r), 
lo que acaba la dem os tracion.
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